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1 Ïðî ÓÔÌË ÊÓÓêðà¨íñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìå-íi Òàðàñà Øåâ÷åíêà � öå óíiêàëüíèé íàâ÷àëüíèé çàêëàä, äå çáèðàþòüñÿ 300 òàëà-íîâèòèõ äiòåé çi âñiõ ðåãiîíiâ Óêðà¨íè.Ëiöåé � øàíñ îòðèìàòè çíàííÿ âèñîêîãî ðiâíÿ ç �içèêè, ìàòåìàòèêè, õiìi¨ òàií�îðìàòèêè, à ÷åðåç òðè ðîêè ñòàòè ñòóäåíòîì ïðîâiäíîãî ÂÓÇó Óêðà¨íè � Êè¨â-ñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.Ëiöåé áóëî çàñíîâàíî ó 1963 ðîöi. Çà öi ðîêè éîãî çàêií÷èëè áiëÿ ï'ÿòè òèñÿ÷âèïóñêíèêiâ, ÷àñòèíà ç ÿêèõ ïðèñâÿòèëà ñâî¹ æèòòÿ íàóöi, iíøi çìîãëè âäàëî ðåà-ëiçóâàòè ñåáå â ðiçíîìàíiòíèõ ñ�åðàõ ïðàöi.Çà îñòàííi 10 ðîêiâ óñi âèïóñêíèêè ëiöåþ ñòàëè ñòóäåíòàìè ÂÓÇiâ, ç íèõ 90% �ñòóäåíòàìè Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Êðiì öüîãî, íà Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàäàõ çìàòåìàòèêè, �içèêè, õiìi¨ òà ií�îðìàòèêè ÓÔÌË ïðåäñòàâëåíèé îêðåìèìè êîìàí-äàìè, ÿêi ïîñòiéíî âèáîðþþòü ïðèçîâi ìiñöÿ.Ó÷íi ëiöåþ êîæíîãî ðîêó âõîäÿòü äî ñêëàäó çáiðíèõ êîìàíä Óêðà¨íè íà Ìiæíà-ðîäíi îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè, �içèêè, õiìi¨ òà ií�îðìàòèêè. Ëèøå çà ðîêè íåçàëå-æíîñòi Óêðà¨íè 57 ó÷íiâ ëiöåþ ñòàëè ïåðåìîæöÿìè Ìiæíàðîäíèõ, à áiëüøå 500 �Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàä.Â÷àòüñÿ ó ëiöå¨ ç 9 ïî 11 êëàñ. Ó÷íi 11-õ êëàñiâ ëiöåþ ìàþòü çìîãó îòðèìàòèïðàâî íà âñòóï íà �àêóëüòåòè ïðèðîäíè÷èõ íàóê Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó çà ñïiâ-áåñiäîþ.Ìîâà íàâ÷àííÿ ó ëiöå¨ � óêðà¨íñüêà, iíîçåìíà � àíãëiéñüêà.Äî ïîñëóã ëiöå¨ñòiâ 2 êàáiíåòè êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè, iíòåðíåò, ÷èñëåííi ëàáîðà-òîði¨, áiáëiîòåêà ç ÷èòàëüíèì çàëîì, àêòîâèé çàë, 2 ñïîðòèâíèõ çàëè, áàñåéí óíiâåð-ñèòåòó.Íàâ÷àííÿ, ï'ÿòèðàçîâå õàð÷óâàííÿ òà ïðîæèâàííÿ ó ëiöå¨ áåçêîøòîâíå.2 Ïðàâèëà ïðèéîìó äî ÓÔÌË ÊÓ1. Óêðà¨íñüêèé �içèêî-ìàòåìàòè÷íèé ëiöåé Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-òåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (ÓÔÌË) ïðàöþ¹ ó ñêëàäi 9-11 êëàñiâ i çàáåçïå÷ó¹îäåðæàííÿ ó÷íÿìè ñåðåäíüî¨ îñâiòè, ïîãëèáëåíî¨ ïiäãîòîâêè ç ïðèðîäíè÷èõäèñöèïëií, ñïðèÿ¹ òâîð÷îìó ðîçâèòêó iíòåðåñiâ òà çäiáíîñòåé ó÷íiâ.2. Äî ÓÔÌË ùîði÷íî ïðîâîäèòüñÿ ïðèéîì ó÷íiâ ó 9-i êëàñè. Ïåðåâàãà íàäà¹-òüñÿ àáiòóði¹íòàì, çäiáíîñòi ÿêèõ íå ìîæóòü ó äîñòàòíié ìiði ðîçâèâàòèñü âóìîâàõ, äå çíàõîäÿòüñÿ ó÷íi (äiòè ç áàãàòîäiòíèõ ñiìåé, iç ñiëüñüêî¨ ìiñöåâîñòi,ðîáiòíè÷èõ ñåëèù; äiòè, ùî çàëèøèëèñü áåç îïiêè áàòüêiâ).3. Ïðè ïîòðåái, ïðîâîäèòüñÿ äîáið ó÷íiâ ó 10-i, 11-i êëàñè ç ÷èñëà ó÷àñíèêiâ IVåòàïó Âñåóêðà¨íñüêèõ ïðåäìåòíèõ îëiìïiàä ç ìàòåìàòèêè, �içèêè, õiìi¨ àáîií�îðìàòèêè, ÿêi çàðàõîâóþòüñÿ áåç åêçàìåíiâ.4. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ïðèéîìó ó÷íiâ äî ëiöåþ ñòâîðþ¹òüñÿ ïîñòiéíî äiþ÷à, ïåðiîäè-÷íî çìiíþâàíà ïðèéìàëüíà êîìiñiÿ, ñòðîê ïîâíîâàæåíü ÿêî¨ îäèí íàâ÷àëüíèé� 3 �



ðiê. Êîìiñiÿ ñòâîðþ¹òüñÿ íàêàçîì äèðåêòîðà ÓÔÌË. Äî ñêëàäó êîìiñi¨ âõî-äÿòü: ãîëîâà � äèðåêòîð ëiöåþ, çàñòóïíèê ãîëîâè êîìiñi¨, ãîëîâè ïðåäìåòíèõêîìiñié, ÷ëåíè ïðåäìåòíèõ êîìiñié, ñåêðåòàð êîìiñi¨.5. Ïðèéìàëüíà êîìiñiÿ ïðîâîäèòü ïîïåðåäíié âiäáið, âñòóïíi êîíêóðñíi åêçàìåíè,âèíîñèòü ðiøåííÿ ïðî ïðèéîì ó÷íiâ äî ëiöåþ, íà îñíîâi ÿêîãî äèðåêòîð ëiöåþâèäà¹ íàêàç ïðî çàðàõóâàííÿ. Òàêîæ ïðèéìàëüíà êîìiñiÿ ïðîòÿãîì ñâî¹¨ äiÿëü-íîñòi ïîïîâíþ¹ áàíê åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç �içèêè, ìàòåìàòèêè òà õiìi¨,ñòâîðþ¹ ïðîãðàìè âñòóïíèõ iñïèòiâ äëÿ àáiòóði¹íòiâ, ðîçðîáëÿ¹ i âïðîâàäæó¹ìàòåðiàëè äëÿ ïiäãîòîâêè àáiòóði¹íòiâ.6. Âiäáið òàëàíîâèòèõ äiòåé äëÿ íàâ÷àííÿ ó ëiöå¨ ïðîâîäèòüñÿ ó äâà åòàïè. Íàïåðøîìó åòàïi ïðåäñòàâíèêè óíiâåðñèòåòó òà ëiöåþ íà îáëàñíèõ ïðåäìåòíèõîëiìïiàäàõ ïðîâîäÿòü àãiòàöiéíó ðîáîòó, çáèðàþòü àäðåñè âñiõ ó÷àñíèêiâ îëiì-ïiàä � ó÷íiâ 8-õ êëàñiâ. Íà öüîìó æ åòàïi, ó ðàçi ìîæëèâîñòi, â îáëàñíèõ çàñî-áàõ ií�îðìàöi¨ ïîøèðþþòüñÿ îãîëîøåííÿ ïðî ÷åðãîâèé íàáið äî ëiöåþ. Ïåðå-ìîæöÿì îáëàñíèõ îëiìïiàä ïðèéìàëüíîþ êîìiñi¹þ ðîçñèëàþòüñÿ çàïðîøåííÿíà âñòóïíi åêçàìåíè äî ëiöåþ.7. Ó÷àñíèêè îáëàñíèõ îëiìïiàä (III åòàï Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàä) ç ìàòåìàòè-êè, �içèêè, õiìi¨ àáî ií�îðìàòèêè, ÿêi îòðèìàëè I äèïëîì, à òàêîæ ó÷àñíèêèIV åòàïó Âñåóêðà¨íñüêèõ îëiìïiàä ç ìàòåìàòèêè, �içèêè, õiìi¨ àáî ií�îðìàòè-êè çàïðîøóþòüñÿ íà íàâ÷àííÿ áåç âñòóïíèõ åêçàìåíiâ. Âêàçàíèì ó÷íÿì ïðè-éìàëüíîþ êîìiñi¹þ ðîçñèëàþòüñÿ çàïðîøåííÿ íà íàâ÷àííÿ, ó âiäïîâiäü íà ÿêiâîíè ïîâèííi ïîâiäîìèòè êîìiñiþ ïðî ñâîþ çãîäó íàâ÷àòèñü ó ëiöå¨. Ïðèçå-ðè (II, III äèïëîì) îáëàñíèõ îëiìïiàä çàïðîøóþòüñÿ íà âñòóïíi åêçàìåíè äîëiöåþ.8. Íà äðóãîìó åòàïi ó ÷åðâíi ìiñÿöi ïðîòÿãîì òèæíÿ ó ì.Êè¹âi íà áàçi ëiöåþâiäáóâàþòüñÿ âñòóïíi åêçàìåíè.9. Äî âñòóïíèõ åêçàìåíiâ ó 9-é êëàñ ëiöåþ äîïóñêà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ó÷åíü, ùîçàêií÷èâ 8-é êëàñ ñåðåäíüî¨ øêîëè i ìà¹ áàæàííÿ â÷èòèñÿ ó ëiöå¨.10. Ïiä ÷àñ ïðîâåäåííÿ åêçàìåíiâ (ó ðàçi íàÿâíîñòi �iíàíñîâèõ ðåñóðñiâ) àáiòóði-¹íòàì âèêëàäà÷àìè ëiöåþ òà óíiâåðñèòåòó ÷èòàþòüñÿ ëåêöi¨, ïðîâîäÿòüñÿ ði-çíîìàíiòíi òåñòóâàííÿ.11. Åêçàìåíè ïðîâîäÿòüñÿ ç �içèêè, ìàòåìàòèêè òà õiìi¨. Åêçàìåí ç õiìi¨ ìà¹ ií-�îðìàöiéíèé õàðàêòåð i íå âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàòè êîíêóðñó.12. Âèòðàòè íà ïðî¨çä àáiòóði¹íòiâ, âèòðàòè íà ïðî¨çä òà õàð÷óâàííÿ îñiá, ÿêi ñó-ïðîâîäæóþòü àáiòóði¹íòiâ, âiäíîñÿòüñÿ íà ðàõóíîê áàòüêiâ òà îñiá, ùî ¨õ çàìi-íþþòü.13. Çà ðåçóëüòàòàìè åêçàìåíiâ òà äèïëîìiâ âiäïîâiäíèõ îëiìïiàä ïðèéìàëüíà êî-ìiñiÿ ïðèéìà¹ ðiøåííÿ ïðî ïðèéîì àáiòóði¹íòiâ äî ëiöåþ.
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3 Ïðîãðàìà ç ìàòåìàòèêè äëÿ âñòóïíèêiââ ÓÔÌË ÊÓÍà åêçàìåíi ç ìàòåìàòèêè âñòóïíèê äî ÓÔÌË ÊÓ ïîâèíåí ïîêàçàòè ÷iòêi çíàííÿîçíà÷åíü, ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü, �îðìóëþâàíü ïðàâèë, òåîðåì, ïåðåäáà÷åíèõ ïðî-ãðàìîþ, âìiííÿ äîâîäèòè ¨õ òà çàñòîñîâóâàòè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷.Äëÿ ïiäãîòîâêè äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè, ÿêèé ïðîâîäèòüñÿ çà ïðîãðàìîþ çà-ãàëüíîîñâiòíiõ øêië ç àëãåáðè i ãåîìåòði¨ çà 6, 7 i 8 êëàñè, ïðîïîíóþòüñÿ òàêi ïèòàí-íÿ.1. Ïîäiëüíiñòü öiëèõ ÷èñåë. Äiëåííÿ ç îñòà÷åþ. Äiëüíèêè i êðàòíi íàòóðàëüíîãî÷èñëà. Îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 2, 3, 5, 9 i 10.2. Ïðîñòi i ñêëàäåíi ÷èñëà. "�åøåòî" Åðàòîñ�åíà. �îçêëàäàííÿ ÷èñåë íà ïðî-ñòi ìíîæíèêè. Ñïiëüíi äiëüíèêè êiëüêîõ ÷èñåë. ÍÑÄ êiëüêîõ ÷èñåë òà éî-ãî çíàõîäæåííÿ. Ñïiëüíå êðàòíå êiëüêîõ ÷èñåë. ÍÑÊ êiëüêîõ ÷èñåë òà éîãîçíàõîäæåííÿ.3. Öiëà i äðîáîâà ÷àñòèíè ÷èñëà. Äåñÿòêîâèé äðiá ÿê ÷àñòêà âiä äiëåííÿ íàòó-ðàëüíèõ ÷èñåë. Ñêií÷åííi i íåñêií÷åííi äåñÿòêîâi äðîáè. Ïåðiîäè÷íi äåñÿòêîâiäðîáè. Ïåðåòâîðåííÿ ïåðiîäè÷íîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó ó çâè÷àéíèé äðiá.4. Ìîäóëü ÷èñëà, éîãî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò. Ìîäóëü ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó òà÷àñòêè äâîõ ÷èñåë. �îçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé, ùî ìiñòÿòü ìîäóëü.5. Ñèñòåìà äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè òà ¨¨ äîñëiäæåííÿ. �åîìå-òðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâi-äîìèìè. �îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ñêëàäàííÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü.6. Ôîðìóëè ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ.7. Ôóíêöiÿ, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà ìíîæèíà çíà÷åíü �óíêöi¨. Ñïîñîáè çàäàííÿ�óíêöié. �ðà�iê �óíêöi¨. Íóëi �óíêöi¨ òà ïðîìiæêè çíàêîñòàëîñòi. Ôóíêöi¨
y = kx + b i y = k/x òà ¨õ âëàñòèâîñòi, ãðà�iêè. Ôóíêöi¨ y = [x] (öiëà ÷àñòèíà÷èñëà x) i y = {x} ({x} = x−[x]� äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà {x}) òà ¨õ âëàñòèâîñòi,ãðà�iêè. Ñòåïiíü ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì i éîãî âëàñòèâîñòi. Ôóíêöi¨ y = x2i y = x3 òà ¨õ âëàñòèâîñòi, ãðà�iêè.8. Ñóìiðíi òà íåñóìiðíi âiäðiçêè. Íåñóìiðíiñòü äiàãîíàëi êâàäðàòà ç éîãî ñòîðî-íîþ. Äåñÿòêîâå âèìiðþâàííÿ âiäðiçêiâ. Ïîíÿòòÿ ïðî iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Çà-ãàëüíi âiäîìîñòi ïðî äiéñíi ÷èñëà. Êâàäðàòíèé êîðiíü. Çíàõîäæåííÿ íàéáëèæ-÷îãî çíà÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ. Âëàñòèâîñòi êâàäðàòíèõ êîðåíiâ. Çâiëüíåí-íÿ âiä iððàöiîíàëüíîñòi ó çíàìåííèêàõ âèðàçiâ âèäó a√

b
òà a√

b±√
c
. Òîòîæíi ïåðå-òâîðåííÿ âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíi êîðåíi. Ôóíêöiÿ y =

√
x, ¨¨ âëàñòèâîñòii ãðà�iê.9. Êâàäðàòíi ðiâíÿííÿ. Âèâiä �îðìóë äëÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ ax2 + bx + c = 0. Ïðÿ-ìà òà îáåðíåíà òåîðåìè Âi¹òà. �îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî êâàäðà-òíèõ ðiâíÿíü. � 5 �



10. ×èñëîâi íåðiâíîñòi òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïî÷ëåííå äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ÷èñëî-âèõ íåðiâíîñòåé. Íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðè�ìåòè÷íèì òà ñåðåäíiì ãåîìå-òðè÷íèì äâîõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòåé íåðiâíîñòåé äîîöiíêè çíà÷åíü âèðàçó.11. Çàäà÷à íà ïîáóäîâó. Îñíîâíi çàäà÷i íà ïîáóäîâó: 1)ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çàäàíèìè ñòîðîíàìè a, b, c; 2)âiäêëàñòè âiä äàíî¨ ïiâïðÿìî¨ â äàíié ïiâïëîùèíiêóò, ùî äîðiâíþ¹ äàíîìó êóòó; 3)ïîáóäóâàòè áiñåêòðèñó äàíîãî êóòà; 4)ïîäi-ëèòè äàíèé âiäðiçîê íàâïië; 5)÷åðåç äàíó òî÷êó ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó(ïåðïåíäèêóëÿðíó) äî äàíî¨ ïðÿìî¨. Ïîáóäîâà âiäðiçêiâ, çàäàíèõ �îðìóëàìè:
a ± b; na; a

n
; ab

c
; √a2 ± b2; √ab, äå a, b, c � çàäàíi âiäðiçêè, n � íàòóðàëüíå÷èñëî.12. Òðèêóòíèê, åëåìåíòè òðèêóòíèêà, íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Îçíàêè ðiâíîñòi òðè-êóòíèêiâ. �iâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê òà éîãî âëàñòèâîñòi. Âèçíà÷íi òî÷êè ó òðè-êóòíèêó.13. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ äâîõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi. Îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi äâîõ ïðÿ-ìèõ íà ïëîùèíi. Âëàñòèâiñòü êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðè ïåðåòèíi äâîõ ïàðàëåëüíèõïðÿìèõ ñi÷íîþ. Òåîðåìà ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ òðèêóòíèêà. Çàëåæíiñòüìiæ çîâíiøíiìè i âíóòðiøíiìè êóòàìè òðèêóòíèêà. Ñóìà âíóòðiøíiõ êóòiâìíîãîêóòíèêà. Ñóìà çîâíiøíiõ êóòiâ ìíîãîêóòíèêà, âçÿòèõ ïî îäíîìó ïðè êî-æíié âåðøèíi.14. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ êîëà i ïðÿìî¨. Äîòè÷íà äî êîëà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi. Âçà¹ì-íå ðîçìiùåííÿ äâîõ êië. Âïèñàíèé êóò òà éîãî âëàñòèâîñòi. Êîëî, âïèñàíå óòðèêóòíèê. Êîëî, îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà.15. Ïàðàëåëîãðàì òà éîãî âëàñòèâîñòi. Îçíàêè ïàðàëåëîãðàìà. Îêðåìi âèäè ïàðà-ëåëîãðàìiâ: ïðÿìîêóòíèê, ðîìá, êâàäðàò. Òåîðåìà Ôàëåñà. Ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðè-êóòíèêà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi. Òðàïåöiÿ, åëåìåíòè òðàïåöi¨. Ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðàïåöi¨òà ¨¨ âëàñòèâîñòi.16. Ñêàëÿðíi i âåêòîðíi âåëè÷èíè. Ïîíÿòòÿ âåêòîðà. Êîëiíåàðíi i ðiâíi âåêòî-ðè. Äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ âåêòîðiâ, ïðàâèëà òðèêóòíèêà i ïàðàëåëîãðàìà.Ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, éîãî âëàñòèâîñòi. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü. Êóòìiæ äâîìà âåêòîðàìè. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ òà éîãî âëàñòèâîñòi.17. Êîñèíóñ, ñèíóñ, òàíãåíñ i êîòàíãåíñ ãîñòîðãî êóòà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà.Ïðÿìà òà îáåðíåíà òåîðåìè Ïi�àãîðà. Ìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñòîðîíà-ìè i êóòàìè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. Âiäñòàíü ìiæ äâîìà òî÷êàìè, çàäàíèìèêîîðäèíàòàìè. Êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âiäðiçêà. �iâíÿííÿ ïðÿìî¨ i êîëà. Îêðåìiâèäè ðiâíÿíü ïðÿìî¨. Ïîíÿòòÿ ïðî ìåòîä êîîðäèíàò.Ïiäãîòóâàâ: Ñàâ÷åíêî Ë.Ì.
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4 Çðàçêè âàðiàíòiâ ïèñüìîâîãî åêçàìåíó òà òðåíó-âàëüíi âàðiàíòèÂñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1981 ðîêó1. Äëÿ íóìåðàöi¨ ñòîðiíîê ïiäðó÷íèêà âèêîðèñòàëè 855 öè�ð. Ñêiëüêè ñòîðiíîêó ïiäðó÷íèêó?2. Äîâåäiòü, ùî ïðè ab > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: a
b

+ b
a

> 2. Â ÿêèõ âèïàäêàõìà¹ ìiñöå çíàê ðiâíîñòi?3. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

|x − 1| + |y − 5| = 1,
y = |x − 1| + 5.4. Âiäñòàíü ìiæ îñíîâàìè äâîõ âèñîò ðîìáà ABCD, ÿêi ïðîâåäåíi ç âåðøèíèòóïîãî êóòà B, äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äiàãîíàëi AC. Çíàéäiòü ãîñòðèé êóò ðîìáà.5. Äîâåäiòü, ùî ìåäiàíè òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi i äiëÿòüñÿ öi¹þòî÷êîþ ó âiäíîøåííi 2 : 1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèí.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1981 ðîêó1. Çi ñòàðî¨ êíèãè âèïàâ øìàòîê, ùî ìiñòèòü 137 àðêóøiâ (íà êîæíîìó àðêóøi2 ñòîðiíêè). Îñòàííÿ ñòîðiíêà ìà¹ íîìåð 280. Ñêiëüêè öè�ð âèêîðèñòàíî äëÿíóìåðàöi¨ ñòîðiíîê öi¹¨ ÷àñòèíè êíèãè?2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x, y ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü: x

y
+ y

x
6 −2 ?3. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

a = |b − 1| − 3,
|b − 1| = 5 − |a + 3|.4. Ç âåðøèíè A ãîñòðîãî êóòà ðîìáà ABCD ïðîâåäåíî âèñîòè ðîìáà (íà ïðîäîâ-æåííÿ CB i CD). Âèÿâèëîñÿ, ùî AC äiëèòüñÿ ó âiäíîøåííi 1 : 3 ïðè ïåðåòèíiç âiäðiçêîì, ÿêèé ç'¹äíó¹ îñíîâè öèõ âèñîò. Çíàéäiòü òóïèé êóò ðîìáà.5. Íà ñòîðîíàõ AB i BC òðèêóòíèêà ABC ïîçíà÷åíî òî÷êè K i L òàê, ùî

AK : KB = 3 : 2, BL : LC = 1 : 2. Â ÿêîìó âiäíîøåííi âiäðiçîê CK äiëè-òüñÿ ïðè ïåðåòèíi ç AL?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1984 ðîêó1. Ñïðîñòiòü âèðàç: (
√

x−√
y)

2
+4

√
xy

x+
√

xy
.2. Äîâåäiòü, ùî áiñåêòðèñè çîâíiøíiõ êóòiâ ïàðàëåëîãðàìà ïðè ïåðåòèíi óòâî-ðþþòü ïðÿìîêóòíèê. Çíàéäiòü äiàãîíàëü öüîãî ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî ñòîðîíèïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþþòü x i y.3. Îá÷èñëiòü: (

131313
242424

+ 721
1236

) (

131313
242424

− 721
1236

).4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √(y−x)2√
x2

= 2.� 7 �



Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1984 ðîêó1. Ñïðîñòiòü âèðàç: √
ab−a

4
√

ab−(
√

a+
√

b)
2 .2. Çíàéäiòü ñóìó ïðîòèëåæíèõ êóòiâ ÷îòèðèêóòíèêà, ÿêèé óòâîðþþòüñÿ ïðè ïå-ðåòèíi áiñåêòðèñ çîâíiøíiõ êóòiâ òðàïåöi¨.3. Îá÷èñëiòü: (

918
1326

)2 − 2 · 141414
393939

· 918
1326

+
(

141414
393939

)2.4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √
4y2√

y2+4xy+4x2
= 1.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1985 ðîêó1. Íåõàé f(x) = x−1

x+1
. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: f

(

− 1
x

)

· f(x).2. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: (xy−2x)(y5−x2y3)
(x2y2+y4−2xy3)(|x|−2)

= 0.3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà ðiâíÿíü {

5x − ay − 6 = 0,
2x + 6y + 3 = 0

ìà¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè,ùî x > 0, y < 0 ?4. Òî÷êà M äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD òàê, ùî MD = DC i
MA = MC. Çíàéäiòü êóò ìiæ äiàãîíàëÿìè öüîãî ïðÿìîêóòíèêà.5. Êîæíó ñòîðîíó ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà çáiëüøèëè íà 1. ßêèé âèä ìà¹ îäåð-æàíèé òðèêóòíèê: ãîñòðîêóòíèé, ïðÿìîêóòíèé ÷è òóïîêóòíèé?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1985 ðîêó1. Íåõàé f(x) = 1+x

1−x
. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: f(x2)−1

f(−x)+1
.2. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: (3−|y|)(x3y2−x5)

(x4+x2y2+2yx3)(xy+2y)
= 0.3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ b ñèñòåìà ðiâíÿíü {

2x + 2y + 1 = 0,
bx − 5y + 2 = 0

ìà¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè,ùî x < 0, y > 0 ?4. Òî÷êà M äiëèòü ñòîðîíó AB ïðÿìîêóòíèêà ABCD òàê, ùî BM = MD. Çíà-éäiòü âiäíîøåííÿ DA : AM , ÿêùî ∠ACD = 30◦.5. Êîæíó ñòîðîíó äåÿêîãî òðèêóòíèêà çáiëüøèëè íà 2 i îòðèìàëè ïðè öüîìóïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê. ßêèé âèä ìàâ ïî÷àòêîâèé òðèêóòíèê: ãîñòðîêóòíèé,ïðÿìîêóòíèé ÷è òóïîêóòíèé?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1986 ðîêó1. Ñåðåäèíè ñòîðií ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ ïîñëiäîâíî ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ. ßêèé âèäìà¹ óòâîðåíèé ÷îòèðèêóòíèê? � 8 �



2. Ó ïðÿìîêóòíié òðàïåöi¨ îäèí ç êóòiâ äîðiâíþ¹ 135◦, ñåðåäíÿ ëiíiÿ äîðiâíþ¹ 18,à îñíîâè âiäíîñÿòüñÿ ÿê 1 : 8. Çíàéäiòü äîâæèíó íàéìåíøî¨ ñòîðîíè òðàïåöi¨.3. Ç âåðøèíè C ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠C = 90◦) ïðîâåëè áiñåêòðèñó
CL i ìåäiàíó CM . Âèÿâèëîñÿ, ùî òðèêóòíèê CLM ðiâíîáåäðåíèé. Îá÷èñëiòüãîñòði êóòè òðèêóòíèêà ABC.4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨:

y =
x
√

x − x

1 −√
x

− 4x − x3

x − 2
+

25x2 − 40x + 16

4 − 5x
.5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà {

ax2 + xy = y − 2,
2x + y = 5

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1986 ðîêó1. Êîëè ñåðåäèíè ñòîðií äåÿêîãî ÷îòèðèêóòíèêà ïîñëiäîâíî ç'¹äíàëè ìiæ ñîáîþ,òî óòâîðèâñÿ ïðÿìîêóòíèê. ßêèé âèä ìàâ ïî÷àòêîâèé ÷îòèðèêóòíèê, ÿêùîéîãî ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ïîïàðíî ïàðàëåëüíi?2. Ó ïðÿìîêóòíié òðàïåöi¨ áiëüøà ái÷íà ñòîðîíà äîðiâíþ¹ 40, à îñíîâè âiäíîñÿòüñÿÿê 1 : 5. Çíàéäiòü âèñîòó òðàïåöi¨, ÿêùî îäèí ç ¨¨ êóòiâ ðiâíèé 60◦.3. Ç âåðøèíè C ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠C = 90◦) ïðîâåëè âèñîòó CH iìåäiàíó CM . Âèÿâèëîñÿ, ùî òðèêóòíèê CHM ðiâíîáåäðåíèé. Îá÷èñëiòü ãîñòðiêóòè òðèêóòíèêà ABC.4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨:
y =

4 − x√
x − 2

−
√

x − 16
√

x3

√
16x − 1

− x3 + 2x

x
.5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ b ñèñòåìà {

x − 2y = 1,
b(1 − y)2 − xy = 2y − 6

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-çîê? Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1987 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó
1

3
√

2 − 4
+

1

11 + 2
√

30
− 1

3
√

2 + 4
+

1

11 − 2
√

30¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.2. Âiäîìî, ùî x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +ax+a−1987 = 0. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi
a ñóìà x2

1 + x2
2 ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ?3. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó âèñîòà, ïðîâåäåíà ç ïðÿìîãî êóòà, ó ÷îòèðè ðàçèìåíøà ãiïîòåíóçè. Çíàéäiòü ãîñòði êóòè òðèêóòíèêà.� 9 �



4. Ó ïàðàëåëîãðàìi ABCD òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, à N � ñåðåäèíà
CD. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi AM i AN äiëÿòü äiàãîíàëü BD íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1987 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó

1

5 + 2
√

6
+

1

2
√

12 − 7
+

1

5 − 2
√

6
− 1

4
√

3 + 7¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.2. Âiäîìî, ùî x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 − (a + 1)x + 2a2 − 1987 = 0. Ïðè ÿêîìóçíà÷åííi a ñóìà x2
1 + x1x2 + x2

2 ïðèéìà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ?3. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC (∠C = 90◦) ïðîâåäåíî ìåäiàíó CM i áiñå-êòðèñó CL êóòà ACM . Çíàéäiòü ãîñòði êóòè òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî CL = LM .4. Ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíà¹ ìåäiàíó AM ó òî÷öi P . Íà ñòîðîíi
BC ïîçíà÷èëè òàêó òî÷êó S, BS : SC = 1 : 3. Ó ÿêîìó âiäíîøåííi AS äiëèòüâiäðiçîê BP ïðè ïåðåòèíi?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1988 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ k âèðàç k3 + 3k2 + 2k äiëèòüñÿíà 6.2. Ïîáóäóéòå ãðà�iê �óíêöi¨: y =

√

(1 +
√

x)
2 −

√

(1 −√
x)

2. Çíàéäiòü âñi òàêiçíà÷åííÿ x, ùî y < 2.3. Äîâåäiòü, ùî ó ÷îòèðèêóòíèêó, îïèñàíîìó íàâêîëî êîëà, ñóìè äîâæèí ïðîòè-ëåæíèõ ñòîðií ðiâíi ìiæ ñîáîþ.4. Òî÷êàM äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD ó âiäíîøåííi 1 : 2. Çíàéäiòüêóò ìiæ äiàãîíàëÿìè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî MB = MD.5. Íåõàé x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 − x + a2 = 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a âèêîíó-¹òüñÿ íåðiâíiñòü: (

x1

x2

)2
+

(

x2

x1

)2
> 2 ?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1988 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ k âèðàç k3 + 3k2 − 4k äiëèòüñÿíà 6.2. Ïîáóäóéòå ãðà�iê �óíêöi¨: y =

(

√

1 +
√

x
)2

+

√

(1 −√
x)

2. Çíàéäiòü âñi òàêiçíà÷åííÿ x, ùî y > 2.3. Äîâåäiòü, ùî ó òðàïåöi¨, îïèñàíî¨ íàâêîëî êîëà, ñåðåäíÿ ëiíiÿ äîðiâíþ¹ ïiâñóìiái÷íèõ ñòîðií.4. Òî÷êà M äiëèòü ñòîðîíó CD ïðÿìîêóòíèêà ABCD òàê, ùî AB = AM . Çíà-éäiòü ∠CBM , ÿêùî îäíà ñòîðîíà ïðÿìîêóòíèêà óäâi÷i áiëüøà çà iíøó.� 10 �



5. Íåõàé x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + 2x + a2 = 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a âèêî-íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: x6
1

x2
2

+
x6
2

x2
1

> 2x2
1x

2
2 ?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1989 ðîêó1. ×è ìîæå îäèí ç êàòåòiâ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþâàòè ðàäióñó îïè-ñàíîãî êîëà?2. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 2 ñì i 10 ñì, à ñóìà êóòiâ ïðè ìåíøié îñíîâiñòàíîâèòü 270◦. Çíàéäiòü âiäñòàíü ìiæ ñåðåäèíàìè îñíîâ òðàïåöi¨.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iêè ðiâíÿíü:a) y2 − |x|

y2 − |x| = 1, á) √

x2 + y2 = (
√

y)2 − x.4. ×è iñíó¹ òàêå äâîöè�ðîâå ÷èñëî, ùî ó äâà ðàçè ìåíøå äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà,êîæíà öè�ðà ÿêîãî íà 2 áiëüøå äåÿêî¨ öè�ðè äàíîãî ÷èñëà?5. Íåõàé x1 i x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +(a+1)x+a− 1
2

= 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ aâèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: x2
1 + x2

2 < 11
4
?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1989 ðîêó1. Ïðè ÿêié óìîâi òî÷êà ïåðåòèíó äâîõ ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ ëåæèòü íàòðåòié ñòîðîíi òðèêóòíèêà?2. Îñíîâè ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 4 ñì i 8 ñì, à êóò ìiæ äiàãîíàëÿìèñòàíîâèòü 90◦. Çíàéäiòü âèñîòó òðàïåöi¨.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iêè ðiâíÿíü:a) |y| − x2

|y| − x2
= 1, á) √

x2 + y2 =
(√

x
)2 − y.4. ×è iñíó¹ òàêå äâîöè�ðîâå ÷èñëî, ùî êîëè éîãî ïåðøó öè�ðó çìåíøèòè íàêiëüêiñòü îäèíèöü, à ÷èñëî îäèíèöü ïîäâî¨òè, òî îòðèìà¹ìî ÷èñëî, ÿêå ìåíøåäàíîãî óäâi÷i?5. Íåõàé x1 i x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2− (a−1)x−a− 1

2
= 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ aâèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: x2

1 + x2
2 > 3

4
?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1990 ðîêó1. Íà äóçi ïiâêîëà ç öåíòðîì O ïîçíà÷èëè òî÷êè A,C,B i D (ñàìå ó òàêîìóïîðÿäêó). Õîðäè AB i CD êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi M . Äîâåäiòü ðiâíiñòü:

∠AMC = 1
2
(∠AOC + ∠BOD).2. Òî÷êàM äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD ó âiäíîøåííi 1 : 2. Çíàéäiòüêóò ìiæ äiàãîíàëÿìè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî MB = MD.� 11 �



3. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: 219·273+15·49·94

69·210+1210 .4. Âiäîìî, ùî ab > 0. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü: (a2 − b2)
2

> (a − b)4.5. ×è iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ a, ùî âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + 2x − 3a2 + 2 = 0 áiëüøiçà −1, àëå ìåíøi çà 1 ?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1990 ðîêó1. Íà äóçi ïiâêîëà ç öåíòðîì O ïîçíà÷èëè òî÷êè A,B,C i D (ñàìå ó òàêîìóïîðÿäêó). Ïðÿìi AD i BC ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi M . Äîâåäiòü ðiâíiñòü:
2∠AMB = |∠AOB − ∠COD|.2. Òî÷êà M äiëèòü ñòîðîíó CD ïðÿìîêóòíèêà ABCD òàê, ùî AB = AM . Çíà-éäiòü ∠CBM , ÿêùî îäíà ñòîðîíà ïðÿìîêóòíèêà óäâi÷i áiëüøà çà iíøó.3. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: 12·1812−615·310

21·911·46+323·84 .4. Âiäîìî, ùî xy 6 0. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü: (x + y)4
6 (x2 − y2)

2.5. ×è iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ a, ùî âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 − (a2 − 3)x + 4 = 0 áiëü-øi çà 2, àëå ìåíøi çà 10 ?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1991 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ó ÷îòèðèêóòíèêó, âïèñàíîìó ó êîëî, ñóìè ïðîòèëåæíèõ êóòiâäîðiâíþþòü 180◦.2. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 2 i 3, à äiàãîíàëi � 3 i 4. Çíàéäiòü êóò ìiæ äiàãî-íàëÿìè òðàïåöi¨.3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ìà¹ çìiñò äðiá: √
36−a2−1

a2−a−20
?4. Êâàäðàò äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà ìiñòèòü ïàðíå ÷èñëî äåñÿòêiâ. Çíàéäiòü öè�ðóîäèíèöü öüîãî äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà.5. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi a ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: (x − 2)(x − 3) = (a − 2)(a − 3).Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1991 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD, âïèñàíîìó ó êîëî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∠ABD = ∠ACD.2. Äiàãîíàëi òðàïåöi¨ âçà¹ìíîïåðïåíäèêóëÿðíi i ðiâíi 3 òà 4. Çíàéäiòü ñåðåäíþëiíiþ òðàïåöi¨.3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ b ìà¹ çìiñò äðiá: 9+
√

1−16b2

15b2−2b−1
?4. ×è iñíó¹ òàêå äâîöè�ðîâå ÷èñëî, ÿêå ïðè äiëåííi íà ñóìó êâàäðàòiâ ñâî¨õ öè�ðäà¹ ó ÷àñòöi 2, à â îñòà÷i 6, à ïðè äiëåííi íà äîáóòîê ñâî¨õ öè�ð äà¹ ó ÷àñòöi 4,à â îñòà÷i 6 ? � 12 �



5. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi b ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: x+1
b+1

· x+2
b+2

= 1.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 1994 ðîêó1. ×è iñíó¹ òðèêóòíèê, áiñåêòðèñà ÿêîãî äîðiâíþ¹ ðàäióñó îïèñàíîãî êîëà?2. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êîëà x2 + y2 = 1 ó òî÷öi (

1√
2
, 1√

2

).3. Ó ÷îìó âiäìiííiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè {

x + 0y = 5,
x + 0y = 5

i ðîçâ'ÿçêàìèðiâíÿííÿ x = 5 ? ×è ìîæå ñèñòåìà {

a1x + b1y = c1,
a2x + b2y = c2

ìàòè ðiâíî òðè ðîçâ'ÿç-êè?4. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë x i y, ùî (2x2 − 8x + 11)(y2 + 2y + 8) = 21.5. Ñïðîñòiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 −
√

2.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 1994 ðîêó1. ×è iñíó¹ òðèêóòíèê, âèñîòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ ðàäióñó îïèñàíîãî êîëà?2. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ êîëà ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ ïðÿ-ìî¨ y = x − 1.3. Ó ÷îìó âiäìiííiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè {

0x + y = 4,
0x2 + y2 = 16

i ðîçâ'ÿçêàìèðiâíÿííÿ y3 = 64 ? ×è ìîæå ñèñòåìà {

a1x + b1y = c1,
a2x + b2y = c2

ìàòè ðiâíî äâà ðîçâ'ÿç-êè?4. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë x i y, ùî x2 + 4x + 7 = 9
2y2−12y+21

.5. Ñïðîñòiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

6 −
√

11 +
√√

11 + 6 −
√

22.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2000 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: à) (2|x|−1)2+7|x|−2
4x−1

= 0; á)|8 −√
p| + |√p + 4| = 12.2. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi a ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

(a + 1)x + 3y = 4a − 5,
(2a − 3)x + y = a − 1.3. Äiàãîíàëi òðàïåöi¨ âçà¹ìíîïåðïåíäèêóëÿðíi. Îäíà ç íèõ äîðiâíþ¹ 6. Âiäðiçîê,ÿêèé ç'¹äíó¹ ñåðåäèíè îñíîâ òðàïåöi¨, äîðiâíþ¹ 9/2. Çíàéäiòü iíøó äiàãîíàëü.4. Ïðè ÿêîìó a ðiâíÿííÿ 4x2 − 15x + 4a3 = 0 ìà¹ êîðåíi i îäèí ç íèõ ¹ êâàäðàòîìiíøîãî?5. Ïîáóäóéòå ãðà�iê ðiâíÿííÿ: x2−4+(x−y+1)2√

4−x2−y2
+

√

4 − x2 − y2 = 0.� 13 �



Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2000 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: à)2(1−|x|)2+7|x|−4
1+2x

= 0; á)|√y + 3| − |√y − 2| = 5.2. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi b ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

4x + (2b + 3)y = 2b + 2,
(b − 1)y + 12x = 8b + 10.3. Äiàãîíàëi òðàïåöi¨ âçà¹ìíîïåðïåíäèêóëÿðíi i äîðiâíþþòü 5 òà 12. Çíàéäiòüâiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ ñåðåäèíè îñíîâ òðàïåöi¨.4. Ïðè ÿêîìó a ðiâíÿííÿ x2+2ax+16 = 0 ìà¹ êîðåíi i îäèí ç íèõ ¹ êóáîì iíøîãî?5. Ïîáóäóéòå ãðà�iê ðiâíÿííÿ: 9−y2−(x+y−1)2√

x2+y2−9
+

√

x2 + y2 − 9 = 0.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2001 ðîêó1. Äâà ïiøîõîäè A i B âèéøëè îäíî÷àñíî íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó iç ìiñò M i N iíå çìiíþâàëè øâèäêîñòi ïiä ÷àñ ðóõó. Äî ìîìåíòó çóñòði÷i A ïðîéøîâ íà 6 êìáiëüøå, íiæ B. ßêùî êîæåí ç íèõ áóäå ïðîäîâæóâàòè ðóõàòèñü, òî A ïîïàäå âìiñòî N ÷åðåç 9/2 ãîä, à B ó M � ÷åðåç 8 ãîä ïiñëÿ çóñòði÷i. Âèçíà÷òå âiäñòàíüìiæ ìiñòàìè M òà N .2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ (a + 3)x2 + (3a + 9)x− 2a2 − 6a = 0 ìà¹ áiëüøåîäíîãî êîðåíÿ?3. Òî÷êà P ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠B = 90◦) äiëèòü ãiïîòåíóçó ACíàâïië, à òî÷êà äîòèêó ñòîðîíè CP äî êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê CBP ,äiëèòü AC ó âiäíîøåííi 3 : 1, ÿêùî ðàõóâàòè âiä âåðøèíè A. Çíàéäiòü ãîñòðiêóòè òðèêóòíèêà ABC.4. Ñïðîñòiòü:
√

2 +
√

3 ·
√

2 +

√

2 +
√

3 ·

√

2 +

√

2 +

√

2 +
√

3 ·

√

4 − 2

√

2 +

√

2 +
√

3.5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √

x2 − y2 = x −√
y2.6. Ùî áiëüøå: 599 ÷è 2234 ?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2001 ðîêó1. Äâà ïiøîõîäè A i B âèéøëè îäíî÷àñíî íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó iç ìiñò M i N iíå çìiíþâàëè øâèäêîñòi ïiä ÷àñ ðóõó. Äî ìîìåíòó çóñòði÷i A ïðîéøîâ íà p êìáiëüøå, íiæ B. ßêùî êîæåí ç íèõ áóäå ïðîäîâæóâàòè ðóõàòèñü, òî A ïîïàäå âìiñòî N ÷åðåç 9/4 ãîä, à B ó M � ÷åðåç 4 ãîä ïiñëÿ çóñòði÷i. Âèçíà÷òå p, ÿêùîâiäñòàíü ìiæ ìiñòàìè M òà N äîðiâíþ¹ 24 êì.2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ m ðiâíÿííÿ (m − 5)x2 − (3m − 15)x + 3m2 − 15m = 0 ìà¹áiëüøå îäíîãî êîðåíÿ? � 14 �



3. Ïðî òðàïåöiþ ABCD ç îñíîâàìè AD i BC âiäîìî, ùî AD
BC

= AD
AB

= 2. Çíàéäiòüäîâæèíè îñíîâ, ÿêùî AC = 5, CD =
√

24.4. Ñïðîñòiòü:
√

33 +
√

65 ·

√

3 −
√

3 +

√

3 +
√

65 ·
√

6 +

√

3 +
√

65 ·

√

3 +

√

3 +

√

3 +
√

65.5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √

y2 − x2 =
√

x
2 − y.6. Ùî áiëüøå: 5111 ÷è 1170 ?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2002 ðîêó1. Ñêîðîòiòü äðiá x47+x46+...+x+1

x15+x14+...+x+1
ïðè óìîâi, ùî x15 + x14 + . . . + x + 1 6= 0.2. Ñïðîñòiòü âèðàç: √

6+
√

27−10
√

2−
√

8−2
√

12
√

8−
√

11+2
√

24−
√

28−10
√

3
.3. Ïðè ÿêèõ a îäèí ç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (a2 − 5a + 3)x2 + (3a − 1)x + 2 = 0 ó äâàðàçè áiëüøèé çà äðóãèé êîðiíü?4. Çíàéäiòü âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: x2 + xy − 2y2 − x + y = 3.5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |x−1|−|x+1|

|x+1|+|x−1| .6. Âèñîòà AD, îïóùåíà íà ái÷íó ñòîðîíó BC ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ABC,äiëèòü éîãî íà òðèêóòíèêè ABD i ADC ïëîùåþ 4 ñì2 i 2 ñì2 âiäïîâiäíî.Çíàéäiòü ñòîðîíè òðèêóòíèêà, ÿêùî AC � éîãî îñíîâà.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2002 ðîêó1. Ñêîðîòiòü äðiá x35+x34+...+x+1
x11+x10+...+x+1

ïðè óìîâi, ùî x11 + x10 + . . . + x + 1 6= 0.2. Ñïðîñòiòü âèðàç: √
3+
√

11+6
√

2−
√

5+2
√

6
√

2+
√

6+2
√

5−
√

7+2
√

10
.3. Ïðè ÿêèõ b îäèí ç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (4b2 + 5b + 2)x2 + (4 + 6b)x + 2 = 0 ó äâàðàçè ìåíøèé çà äðóãèé êîðiíü?4. Çíàéäiòü âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: 2y2 − 2x2 + 3xy − 2y + x = 2.5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |x+1|+|x−1|

|x+1|−|x−1| .6. Âèñîòà CD, îïóùåíà íà ái÷íó ñòîðîíó AB ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ABC(AB = AC), äiëèòü éîãî íà òðèêóòíèêè ADC i BDC òàê, ùî ïëîùà △ADCóòðè÷i áiëüøà ïëîùi △BDC. Çíàéäiòü ïëîùó △ABC, ÿêùî AB = 8 ñì.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2003 ðîêó1. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = x2+1

x·
√

(

x2−1

2x

)2

+1
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2. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ, êîðåíÿìè ÿêîãî áóäóòü ÷èñëà x1 + 1 òà x2 + 1, äå x1, x2 �êîðåíi ðiâíÿííÿ: x2 − 3x − 1 = 0.3. Çíàéäiòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ âèðàçó: √x2 − 6x + 9 +
√

x2 + 8x + 16.4. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü: 





x + 3y + 4z = 6,
3x − 5y − 2z = 4,
−5x + 2y + 5z = 3.5. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó êóò ìiæ áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè âåðøèíi i áiñå-êòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi äîðiâíþ¹ 70◦. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà.6. Ç äîâiëüíî¨ òî÷êè M âñåðåäèíi ãîñòðîãî êóòà ç âåðøèíîþ A îïóùåíî ïåðïåí-äèêóëÿðè MP i MC íà ñòîðîíè êóòà. Ç òî÷êè A îïóùåíî ïåðïåíäèêóëÿð AKíà âiäðiçîê PC. Çíàéäiòü ∠MAC, ÿêùî ∠PAK = α.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2003 ðîêó1. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = 2x

√

1−
(

1−x2

1+x2

)2
.2. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ, êîðåíÿìè ÿêîãî áóäóòü ÷èñëà x1 − 3 òà x2 − 3, äå x1, x2 �êîðåíi ðiâíÿííÿ: x2 + 5x + 1 = 0.3. Çíàéäiòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ âèðàçó: √x2 + 6x + 9 +

√
x2 − 8x + 16.4. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü: 





x + 2y + 3z = 5,
2x − 5y − 3z = 1,
−3x + 3y + 4z = 2.5. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó îäèí ç êóòiâ, óòâîðåíèõ áiñåêòðèñîþ êóòà ïðèâåðøèíi i áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi, äîðiâíþ¹ 130◦. Çíàéäiòü êóòè òðèêó-òíèêà.6. Ç äîâiëüíî¨ òî÷êè K âñåðåäèíi ãîñòðîãî êóòà ç âåðøèíîþ P îïóùåíî ïåðïåí-äèêóëÿðè KM i KC íà ñòîðîíè êóòà. Ç òî÷êè P îïóùåíî ïåðïåíäèêóëÿð PBíà âiäðiçîê MC. Çíàéäiòü ∠CPB, ÿêùî ∠KPM = α.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2004 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

5 +
√

5 +
√

5 + . . ..2. Ïðè ÿêèõ öiëèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ 2x2 + ax + 8 = 0 ìà¹ ðàöiîíàëüíi êîðåíi,ñóìà ÿêèõ ¹ öiëèì ÷èñëîì?3. Ó òðèêóòíèêó ABC âèñîòà AH1 äiëèòü ñòîðîíó BC ó âiäíîøåííi 1 : 1, à âèñîòà
BH2 äiëèòü ñòîðîíó AC ó âiäíîøåííi 5 :

√
3, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè A (òî÷êè

H1, H2 � îñíîâè âèñîò). Çíàéäiòü äîâæèíó âèñîòè BH2, ÿêùî AB = 1.4. Iç ïðÿìîêóòíîãî øìàòêà æåðñòi òðåáà âèãîòîâèòè äåêî, ïëîùà ÿêîãî âòðè-÷i áiëüøà âiä ïëîùi ái÷íèõ ñòiíîê. ßêîþ ìà¹ áóòè âèñîòà ñòiíîê äåêà, ÿêùîøìàòîê æåðñòi ìà¹ ðîçìiðè 4 äì íà 7 äì?� 16 �



5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà {

ax2 − xy = x + 4,
2x − y = 5

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?Çíàéäiòü öåé ðîçâ'ÿçîê.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2004 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

7 +
√

7 +
√

7 + . . ..2. Ïðè ÿêèõ öiëèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ 4x2 + ax + 9 = 0 ìà¹ ðàöiîíàëüíi êîðåíi,ñóìà ÿêèõ ¹ öiëèì ÷èñëîì?3. Ó òðèêóòíèêó ABC âèñîòà AH1 äiëèòü ñòîðîíó BC ó âiäíîøåííi √5 : 3, ðàõó-þ÷è âiä âåðøèíè B, à âèñîòà BH2 äiëèòü ñòîðîíó AC ó âiäíîøåííi 1 : 1 (òî÷êè
H1, H2 � îñíîâè âèñîò). Çíàéäiòü äîâæèíó ñòîðîíè AB, ÿêùî AH1 = 1.4. Iç ïðÿìîêóòíî¨ äiëÿíêè çåìëi, ÿêà ìà¹ ðîçìiðè 3 ì íà 5 ì, âèðiøèëè çðîáèòèïðÿìîêóòíó êëóìáó ç äîðiæêîþ ñòàëî¨ øèðèíè íàâêðóãè êëóìáè. ßêîþ ìà¹áóòè øèðèíà äîðiæêè, ùîá ¨¨ ïëîùà áóëà óäâi÷i ìåíøà âiä ïëîùi êëóìáè?5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà {

ax2 + xy = y − 2,
2x + y = 5

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?Çíàéäiòü öåé ðîçâ'ÿçîê.Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2005 ðîêó1. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë (x, y), ùî 9x2 − 24xy + 16y2 + |y − 3| = 0.2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ 2
ax−3a

+ 3
ax+a−x−1

= x−5
ax2−2ax−3a

ìà¹ êîðiíü, íåìåíøèé 5.3. Çíàéäiòü óñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: x2 − xy + y2 = x + y.4. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó êóò ìiæ áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè âåðøèíi i áiñå-êòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi äîðiâíþ¹ 70◦. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà.5. Çíàéäiòü êóò ìiæ áiñåêòðèñàìè âíóòðiøíiõ îäíîñòîðîííiõ êóòiâ, ÿêi óòâîðþ-þòüñÿ ïðè ïåðåòèíi äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ òðåòüîþ (ñi÷íîþ).Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2005 ðîêó1. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë (x, y), ùî 4x2 + 25y2 − 20xy + |y − 2| = 0.2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ b ðiâíÿííÿ 3
bx−5b

+ 2
bx+b−x−1

= x−3
bx2−4bx−5b

ìà¹ êîðiíü, íåìåíøèé 2.3. Çíàéäiòü óñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: x2 + xy + y2 = x − y.4. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó ç êóòîì ïðè âåðøèíi 20◦ çíàéäiòü êóò ìiæ ái-ñåêòðèñîþ êóòà ïðè âåðøèíi i áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi.� 17 �



5. Çíàéäiòü êóò ìiæ áiñåêòðèñàìè êóòiâ, ñóìiæíèõ ç âíóòðiøíiìè îäíîñòîðîí-íiìè êóòàìè, ÿêi óòâîðþþòüñÿ ïðè ïåðåòèíi äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ òðåòüîþ(ñi÷íîþ). Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2006 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: √4 − x2 + 1
x

= 0.2. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

1+x+x2

1+y+y2 = 3,

x + y = 6.3. Íà ñòîðîíi AC òðèêóòíèêà ABC âçÿòî òàêó òî÷êó E, ùî AE : EC = 3 : 4. Óÿêîìó âiäíîøåííi ìåäiàíà AM äiëèòü âiäðiçîê BE?4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: x|y| + y|x| = 0.5. ßêîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âèðàç: (x−1)2+(x−2)2+(x−3)2 ?Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2006 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: √4 − x2 − 1
x

= 0.2. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

x2+y+1
y2+x+1

= 3
2
,

x − y = 1.3. Íà ñòîðîíi AC òðèêóòíèêà ABC âçÿòî òàêó òî÷êó E, ùî AE : EC = 3 : 4. Óÿêîìó âiäíîøåííi âiäðiçîê BE äiëèòü ìåäiàíó AM?4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: x
|x| + y

|y| = 2.5. ßêîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âèðàç: (x+3)2+(x+2)2+(x+1)2 ?Âñòóïíèé åêçàìåí ç ìàòåìàòèêè 2007 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

(5−
√

5)
2
+

√

(5−
√

3)
2

(√
2+

√
3+
√

2−
√

3

)2 .2. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: x|x| + (
√

x)
2 − 20 = 0.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |2x − 1| − 2x.4. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a i b êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + ax + b = 0 äîðiâíþþòü 2a i 2b.5. Áiñåêòðèñà êóòà ïðè îñíîâi ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíà¹ ái÷íó ñòîðî-íó ïiä êóòîì, ùî äîðiâíþ¹ êóòó ïðè îñíîâi. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà.Òðåíóâàëüíèé âàðiàíò äî åêçàìåíó ç ìàòåìàòèêè 2007 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: (√

3+
√

5−
√

3−
√

5

)2

√

(
√

7−3)
2
+

√

(5−
√

7)
2
.� 18 �



2. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: (
√

x)
4 − x2

|x| − 20 = 0.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |3x − 1| − 3x.4. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ p i q êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +px+q = 0 äîðiâíþþòü p/2 i q/2.5. Áiñåêòðèñà êóòà ïðè îñíîâi ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíà¹ ái÷íó ñòî-ðîíó ïiä êóòîì ó ïiâòîðà ðàçè áiëüøèì âiä êóòà ïðè îñíîâi. Çíàéäiòü êóòèòðèêóòíèêà.5 �îçâ'ÿçêè âàðiàíòiâ ïèñüìîâîãî åêçàìåíó�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1981 ðîêó1. Äëÿ íóìåðàöi¨ ñòîðiíîê ïiäðó÷íèêà âèêîðèñòàëè 855 öè�ð. Ñêiëüêè ñòîðiíîêó ïiäðó÷íèêó?�îçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ íóìåðàöi¨ ñòîðiíîê ïiäðó÷íèêà ç 1-î¨ ïî 9-òó âèêîðèñòàëè 9öè�ð. Äëÿ íóìåðàöi¨ ñòîðiíîê ç 10-î¨ ïî 99-òó âèêîðèñòàëè 2× 90 = 180 öè�ð,áî òàêèõ ñòîðiíîê 90 i íà êîæíî¨ äâi öè�ðè.Îòæå, íå âèêîðèñòàíèìè çàëèøèëèñÿ 855 − 9 − 180 = 666 öè�ð. Çðîçóìiëî,ùî çà äîïîìîãîþ öèõ öè�ð áóëî çàíóìåðîâàíî ùå 666 : 3 = 222 ñòîðiíêè � ç
100-î¨ ïî 321-øó.Âiäïîâiäü: 321 ñòîðiíêà.2. Äîâåäiòü, ùî ïðè ab > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: a

b
+ b

a
> 2. Â ÿêèõ âèïàäêàõìà¹ ìiñöå çíàê ðiâíîñòi?�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíi íåðiâíîñòi a
b

+ b
a

> 2 íà ab > 0,îäåðæèìî: a2 + b2 > 2ab àáî a2 − 2ab + b2 > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëóêâàäðàòà ðiçíèöi, ìà¹ìî íåðiâíiñòü (a−b)2 > 0, ðiâíîñèëüíó ïî÷àòêîâié. Îñòàí-íÿ íåðiâíiñòü, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ i îáåðòà¹òüñÿ íà ðiâíiñòü ëèøå ïðè a = b.Âiäïîâiäü: çíàê ðiâíîñòi ìà¹ ìiñöå ëèøå ïðè a = b.3. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

|x − 1| + |y − 5| = 1,
y = |x − 1| + 5.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ y ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ó ïåðøå, îäåðæèìî:

|x − 1| +
∣

∣(|x − 1| + 5) − 5
∣

∣ = 1 àáî |x − 1| +
∣

∣|x − 1|
∣

∣ = 1.Îñêiëüêè |x − 1| > 0, òî îñòàíí¹ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: |x − 1| + |x − 1| = 1àáî |x − 1| = 1
2
. Çâiäêè x − 1 = ±1

2
i òîìó x1 = 3

2
, x2 = 1

2
. Âèêîðèñòîâóþ÷èäðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, çíàõîäèìî, ùî y1 = 11

2
, y2 = 11

2
.Âiäïîâiäü: (

3
2
, 11

2

), (

1
2
, 11

2

).4. Âiäñòàíü ìiæ îñíîâàìè äâîõ âèñîò ðîìáà ABCD, ÿêi ïðîâåäåíi ç âåðøèíèòóïîãî êóòà B, äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äiàãîíàëi AC. Çíàéäiòü ãîñòðèé êóò ðîìáà.� 19 �



�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè
ABK i CBL ðiâíi çà ãîñòðèì êóòîì i ãiïîòåíó-çîþ, òî AK = CL. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíi i âiä-ðiçêè KD = LD, òîìó çà òåîðåìîþ Ôàëåñà äëÿêóòà ADC âiäðiçîê KL ïàðàëåëüíèé äiàãîíàëi
AC. Êðiì òîãî, çà óìîâîþ çàäà÷i KL äîðiâíþ¹ïîëîâèíi AC, îòæå, KL � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðè-êóòíèêà ADC. Òàêèì ÷èíîì, AK = AD

2
= AB

2
,òîäi ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABK êàòåò

AK äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãiïîòåíóçè AB. Çâiäñèìà¹ìî: ∠A = 60◦.
A

B

C

D

LK

Âiäïîâiäü: 60◦.5. Äîâåäiòü, ùî ìåäiàíè òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi i äiëÿòüñÿ öi¹þòî÷êîþ ó âiäíîøåííi 2 : 1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèí.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ó òðèêóòíèêó ABCäâi ìåäiàíè AM1 i BM2, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ óòî÷öi M . Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî AM = 2MM1.Ïîçíà÷èìî òî÷êàìè L i P ñåðåäèíè âiäðiç-êiâ AM2 i M2C âiäïîâiäíî. Òàêèì ÷èíîì, âiä-ðiçîê AC ïîäiëåíî íà ÷îòèðè ðiâíi ÷àñòèíè
AL = LM2 = M2P = PC. Âiäðiçîê PM1 ¹ ñåðå-äíüîþ ëiíi¹þ òðèêóòíèêà M2BC, òîìó PM1 ïà-ðàëåëüíèé ìåäiàíi BM2. Ïðîâåäåìî òàêîæ âiä-ðiçîê LK ïàðàëåëüíî ìåäiàíi BM2 (òî÷êà K ëåæèòü íà AM1). Âèêîðèñòîâóþ÷èòåîðåìó Ôàëåñà äëÿ êóòà M1AP , îäåðæèìî, ùî AK = KM = MM1. Îòæå, ðiâ-íiñòü AM = 2MM1 äîâåäåíî. A

B

C

M
M1

M2 PL

K

�îçãëÿíåìî òåïåð íîâèé ìàëþíîê òðèêóòíèêà
ABC ç äâîìà éîãî ìåäiàíàìè AM1 i CM3. Ìið-êóþ÷è òóò àíàëîãi÷íî äî íàâåäåíîãî âèùå âè-ïàäêó ç ìåäiàíàìè AM1 i BM2, äîâîäèìî, ùîi ìåäiàíà CM3 äiëèòü AM1 ó âiäíîøåííi 2 : 1,öåáòî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M ìåäiàíè AM1.

A

B

C

M

M1M3

KÒàêèì ÷èíîì, ÷åðåç M ïðîõîäÿòü âñi òðè ìåäi-àíè òðèêóòíèêà ABC; êðiì öüîãî, àíàëîãi÷íîäîâåäåííþ ðiâíîñòi AM = 2MM1 âñòàíîâëþ¹ìî, ùî òî÷êà M äiëèòü i ìåäiàíè
BM2, CM3 ó âiäíîøåííi 2 : 1, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1984 ðîêó1. Ñïðîñòiòü âèðàç: (

√
x−√

y)
2
+4

√
xy

x+
√

xy
.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëè ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ, ìà¹ìî:

(√
x −√

y
)2

+ 4
√

xy

x +
√

xy
=

(

x − 2
√

xy + y
)

+ 4
√

xy
√

x
2
+
√

x
√

y
=

(√
x +

√
y
)2

√
x

(√
x +

√
y
) =

√
x +

√
y√

x
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Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè x > 0, y > 0, òî √
x+

√
y 6= 0 i ñêîðî÷åííÿ íà √

x+
√

yâèêîíàíî çàêîííî.Âiäïîâiäü: 1 +
√

y√
x
.2. Äîâåäiòü, ùî áiñåêòðèñè çîâíiøíiõ êóòiâ ïàðàëåëîãðàìà ïðè ïåðåòèíi óòâî-ðþþòü ïðÿìîêóòíèê. Çíàéäiòü äiàãîíàëü öüîãî ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî ñòîðîíèïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþþòü x i y.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî êóòè ïàðàëåëîãðàìà

∠A, ∠B òîùî. ßêùî AQ � áiñåêòðèñà çîâíi-øíüîãî êóòà BAL, òî
α = (180◦ − ∠A) /2 = 90◦ − 1

2
∠A;àíàëîãi÷íî β = 90◦ − 1

2
∠B. Ç òðèêóòíèêà AQBìà¹ìî, ùî

∠AQB = 180◦ − (α + β) =
1

2
(∠A + ∠B) = 90◦.Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî i ðåøòà êóòiâ ÷îòèðèêóòíèêà QMNP ïðÿìi; îòæå,

QMNP � ïðÿìîêóòíèê.
B

M

Q

C

N

L D

P

A

α
α

α

α

α

β

β

β

β

β
x

y

y

Ç ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ ABQ òà ADP îòðèìó¹ìî, ùî QA = x cos α i
AP = y cos α, òîìó PQ = (x + y) cos α. Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿäàþ÷è ïðÿìîêóòíiòðèêóòíèêè ABQ i BCM , îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü: QM = (x + y) sin α. Òåïåð,âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ïi�àãîðà äëÿ △PQM , çíàõîäèìî äiàãîíàëü ïðÿìî-êóòíèêà: PM2 = PQ2 + QM2 = (x + y)2

(

cos2 α + sin2 α
)

= (x + y)2.Âiäïîâiäü: x + y.Çàóâàæèìî, ùî äiàãîíàëü ïðÿìîêóòíèêà
QMNP ìîæíà áóëî çíàéòè i áåç âèêîðèñòàííÿòðèãîíîìåòðè÷íèõ �óíêöié. Äiéñíî, ïðîäîâ-æèìî âiäðiçîê DA äî ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ MQ óòî÷öi L. Òîäi âiäðiçîê AQ ¹ âèñîòîþ i áiñåêòðè-ñîþ òðèêóòíèêà LAB, òîìó LA = AB = x. Çiíøîãî áîêó, îñêiëüêè ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè
CND, AQB i AQL ðiâíi çà ãiïîòåíóçîþ iãîñòðèì êóòîì, òî âiäðiçêè LQ i DN ðiâíiìiæ ñîáîþ. Êðiì òîãî, âîíè ïàðàëåëüíi, áî ëåæàòü íà ïàðàëåëüíèõ ñòîðîíàõïðÿìîêóòíèêà. Öå îçíà÷à¹, ùî ÷îòèðèêóòíèê LQND � ïàðàëåëîãðàì, à òîìóäiàãîíàëü ïðÿìîêóòíèêà QN äîðiâíþ¹ LD = x + y.
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M

Q
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N

L D

P

A

α
α

α

β

β

x

x

x

y

3. Îá÷èñëiòü: (

131313
242424

+ 721
1236

) (

131313
242424

− 721
1236

).�îçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî 131313
242424

= 13·10101
24·10101 = 13

24
òà 721

1236
= 7·103

12·103 = 7
12
. Òîìó

(

131313

242424
+

721

1236

) (

131313

242424
− 721

1236

)

=

(

13

24
+

7

12

) (

13

24
− 7

12

)

=
27

24
·−1

24
= − 3

82
.Âiäïîâiäü: − 3

64
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4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √(y−x)2√
x2

= 2.�îçâ'ÿçàííÿ. Çâàæàþ÷è íà �îðìóëó √
a2 = |a|, ìà¹ìî, ùî |y−x|

|x| = 2; çâiäêè
y−x

x
= 2 àáî y−x

x
= −2. Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé, íå çàáóâàþ÷è ïðî óìîâó x 6= 0,îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äâîõ ïðÿìèõ: y = 3x àáî y = −x.Âiäïîâiäü: y

–1

–1

–2

–2

3

3

2

2

1

1

y= x3y= x–

x

�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1985 ðîêó1. Íåõàé f(x) = x−1
x+1

. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: f
(

− 1
x

)

· f(x).�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ f(t) = t−1
t+1

, òî ïðè t = − 1
x
îäåðæó¹ìî, ùî

f
(

−1

x

)

=
− 1

x
− 1

− 1
x

+ 1
=

−1 − x

−1 + x
= −x + 1

x − 1
.Òîäi f

(

− 1
x

)

· f(x) = −x+1
x−1

· x−1
x+1

= −1 ïðè x 6= ±1 òà x 6= 0.Âiäïîâiäü: −1 ïðè x 6= ±1 òà x 6= 0.2. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: (xy−2x)(y5−x2y3)
(x2y2+y4−2xy3)(|x|−2)

= 0.�îçâ'ÿçàííÿ. �îçêëàäåìî âèðàç íà ìíîæíèêè:
xy3(y − 2) (y2 − x2)

y2 (x2 + y2 − 2xy) (|x| − 2)
= 0,

xy3(y − 2)(y − x)(y + x)

y2 (y − x)2 (|x| − 2)
= 0,Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, êîëè çíàìåííèê äðîáó íå ðiâíèé íóëþ(òîáòî y 6= 0, y 6= x, x 6= ±2), à ÷èñåëüíèê äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå, ìà¹ìî ðiâíÿí-íÿ ïðÿìèõ: x = 0, àáî y = 2, àáî y = −x.Âiäïîâiäü: y=x

y=2

y= x–

x

y

32

2

1–1
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–2

–2

1
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3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà ðiâíÿíü {

5x − ay − 6 = 0,
2x + 6y + 3 = 0

ìà¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè,ùî x > 0, y < 0 ?�îçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ x ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè: x = −3y − 3
2
, iïiäñòàâèìî éîãî ó ïåðøå ðiâíÿííÿ:

−15y − 15

2
− ay − 6 = 0.Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà (−2) i çâåäåìî ïîäiáíi äîäàíêè:

(2a + 30)y + 27 = 0.Çâiäñè ìà¹ìî, ùî y = − 27
2a+30

i óìîâà y < 0 âèêîíó¹òüñÿ ëèøå êîëè 2a+30 > 0,òîáòî ïðè a > −15. Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ x, ìà¹ìî:
x = −3y − 3

2
=

81

2a + 30
− 3

2
=

36 − 3a

2a + 30
.Îñêiëüêè ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ óìîâà x > 0 i âiäîìî, ùî 2a+30 > 0, òî 36−3a > 0;çâiäêè a < 12.Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ a ìàþòü çàäîâîëüíÿòè íåðiâíîñòi: a > −15 i a < 12.Âiäïîâiäü: −15 < a < 12.4. Òî÷êà M äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD òàê, ùî MD = DC i

MA = MC. Çíàéäiòü êóò ìiæ äiàãîíàëÿìè öüîãî ïðÿìîêóòíèêà.�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè △CDM � ðiâ-íîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê, òî
∠CMD = 45◦. Òðèêóòíèê AMC òàêîæ ðiâ-íîáåäðåíèé, òîìó ∠CAM = 45◦

2
= 22, 5◦. Òî-äi ç ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà AOD çíàõî-äèìî, ùî ∠AOD = 180◦ − 2 · 22, 5◦ = 135◦.

A

22,5° 45°

45°

B C

M D

O

22,5°Âiäïîâiäü: 45◦.5. Êîæíó ñòîðîíó ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà çáiëüøèëè íà 1. ßêèé âèä ìà¹ îäåð-æàíèé òðèêóòíèê: ãîñòðîêóòíèé, ïðÿìîêóòíèé ÷è òóïîêóòíèé?�îçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì: ÿêùî x, y, z � ñòîðîíè òðè-êóòíèêà, ñåðåä ÿêèõ z íàéáiëüøà, i x2 + y2 > z2, òî òðèêóòíèê ãîñòðîêóòíèé(ÿêùî x2 + y2 < z2, òî òóïîêóòíèé, à ïðè x2 + y2 = z2 � òðèêóòíèê ïðÿìîêó-òíèé).Íåõàé a, b � êàòåòè, à c � ãiïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. Ïiñëÿ çáiëü-øåííÿ ñòîðií ìà¹ìî òðè âiäðiçêè äîâæèíîþ (a+1), (b+1) i (c+1). Ç'ÿñó¹ìî, ÷èìîæíà ç öèõ âiäðiçêiâ âçàãàëi óòâîðèòè òðèêóòíèê. Îñêiëüêè âiäðiçîê (c + 1)íàéäîâøèé, òî òðåáà ïåðåâiðèòè íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà (a+1)+(b+1) > (c+1),ÿêà ðiâíîñèëüíà a + b + 1 > c. Öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, áî âiäðiçêè a, b, c �ñòîðîíè òðèêóòíèêà i òîìó a + b > c.� 23 �



Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð íàâåäåíèì íà ïî÷àòêó ðîçâ'ÿçàííÿ òâåðäæåííÿì. Äëÿöüîãî îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ âèðàçó
(a + 1)2 + (b + 1)2 − (c + 1)2 = (a2 + b2 − c2) + 2(a + b − c) + 1.Îñêiëüêè a, b i c � ñòîðîíè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, òî a2 + b2 = c2, êðiìöüîãî, a + b > c, òîìó (a + 1)2 + (b + 1)2 − (c + 1)2 > 0. Îòæå, òðèêóòíèê çiñòîðîíàìè (a + 1), (b + 1) i (c + 1) ãîñòðîêóòíèé.Âiäïîâiäü: ãîñòðîêóòíèé.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1986 ðîêó1. Ñåðåäèíè ñòîðií ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ ïîñëiäîâíî ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ. ßêèé âèäìà¹ óòâîðåíèé ÷îòèðèêóòíèê?�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ó òðàïåöi¨ ABCD äi-àãîíàëü AC. Òîäi MN � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêó-òíèêà ABC, à QP � ñåðåäíÿ ëiíiÿ △ADC, òî-ìó êîæíèé ç âiäðiçêiâ MN i QP äîðiâíþ¹ ïî-ëîâèíi äiàãîíàëi AC. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùîâiäðiçêè NP i MQ ðiâíi ïîëîâèíi iíøî¨ äiàãî-íàëi BD. Àëå ó ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ äiàãîíàëü

AC ðiâíà äiàãîíàëi BD ! Òîìó âñi ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà MNPQ ðiâíi ìiæñîáîþ, îòæå, öåé ÷îòèðèêóòíèê � ðîìá. A

B C

M

D

P

Q

N

Äëÿ çàâåðøåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òðåáà çàçíà÷èòè, ùî, ðîçãëÿäàþ÷è ðiçíi ðiâíî-ái÷íi òðàïåöi¨ ABCD, áóäåìî îòðèìóâàòè ðîìáè MNPQ ç äîâiëüíèìè âåëè-÷èíàìè êóòiâ NPQ (çîêðåìà, âiäìiííèìè âiä 90◦); öå çàóâàæåííÿ äîçâîëÿ¹âïåâíèòèñÿ, ùî MNPQ � ñàìå ðîìá (íå çàâæäè êâàäðàò).Âiäïîâiäü: ðîìá.2. Ó ïðÿìîêóòíié òðàïåöi¨ îäèí ç êóòiâ äîðiâíþ¹ 135◦, ñåðåäíÿ ëiíiÿ äîðiâíþ¹ 18,à îñíîâè âiäíîñÿòüñÿ ÿê 1 : 8. Çíàéäiòü äîâæèíó íàéìåíøî¨ ñòîðîíè òðàïåöi¨.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ìåíøà îñíîâà òðàïåöi¨
ABCD ðiâíà x, òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i áiëüøàîñíîâà äîðiâíþâàòèìå 8x. ßê âiäîìî, ñåðåäíÿëiíiÿ òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ ïiâñóìi ¨¨ îñíîâ, òîìó
PQ = x+8x

2
= 18. Çâiäñè x = 4 i BC = 4,

AD = 32.
A

B Cx

8x D

P Q

H 45°

135°

18

ßêùî ìàëþíîê çðîáëåíî îõàéíî, òî ìîæíà âïåâíèòèñÿ, ùî íàéìåíøîþ ñòî-ðîíîþ òðàïåöi¨ ¹ BC. Îáãðóíòó¹ìî öþ çäîãàäêó. Îïóñòèìî ç òî÷êè C âèñîòó
CH. Òîäi ABCH � ïðÿìîêóòíèê, à òîìó AH = 4, HD = 28. Çà óìîâîþ çàäà÷i
∠D = 45◦, áî ∠BCD = 135◦, òîìó ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó CHD ãîñòðiêóòi ðiâíi ïî 45◦, îòæå, öåé òðèêóòíèê ðiâíîáåäðåíèé: CH = DH = 28.Òàêèì ÷èíîì, BC = 4, AD = 32, ái÷íà ñòîðîíà AB = CH = 28, à ñòîðîíà CDáiëüøà AB. Òîìó íàéìåíøîþ ñòîðîíîþ òðàïåöi¨ ¹ BC.Âiäïîâiäü: 4. � 24 �



3. Ç âåðøèíè C ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠C = 90◦) ïðîâåëè áiñåêòðèñó
CL i ìåäiàíó CM . Âèÿâèëîñÿ, ùî òðèêóòíèê CLM ðiâíîáåäðåíèé. Îá÷èñëiòüãîñòði êóòè òðèêóòíèêà ABC.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêó-òíèêó CLM ðiâíi ñòîðîíè CL i LM , à êóòèïðè îñíîâi äîðiâíþþòü α. Îñêiëüêè CL � ái-ñåêòðèñà ïðÿìîãî êóòà, òî ∠ACL = 45◦. Äà-ëi ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê ACM . Îñêiëüêè ìå-äiàíà CM ïðÿìîãî êóòà äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãi-ïîòåíóçè AB, òî òðèêóòíèê ACM ðiâíîáåäðå-íèé (CM = MA) i òîìó ∠A = ∠ACM = 45◦ + α. Îá÷èñëþþ÷è ñóìó êóòiâòðèêóòíèêà ACM , ìà¹ìî: 90◦ + 3α = 180◦, ùî ðiâíîñèëüíî α = 30◦. Òîäi
∠A = 45◦ + α = 75◦, ∠B = 15◦. A B

C

ML

α

α45º+α

45º

Çàóâàæèìî, ùî â óìîâi çàäà÷i íå âêàçàíî, ÿêi ñàìå ñòîðîíè ðiâíîáåäðåíîãîòðèêóòíèêà CLM ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Äîâåäåìî, ùî âiäìiííîãî âiä ðîçãëÿíóòîãîâàðiàíòó, êîëè CL = LM , áóòè íå ìîæå. Äiéñíî, ñòîðîíà CM íå ìîæå äîðiâíþ-âàòè ML, áî CM = MA > ML. Íå ìîæå CM äîðiâíþâàòè i CL, áî áiñåêòðèñà
CL çàâæäè ëåæèòü ìiæ ìåäiàíîþ CM i âèñîòîþ CH òðèêóòíèêà ABC (ÿêùî
CM = CL, òî âèñîòà CH áóäå ëåæàòè ìiæ CM i CL).Âiäïîâiäü: 75◦, 15◦.4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨:

y =
x
√

x − x

1 −√
x

− 4x − x3

x − 2
+

25x2 − 40x + 16

4 − 5x
.�îçâ'ÿçàííÿ. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ óìîâè: x > 0, x 6= 1,

x 6= 2 i x 6= 4
5
. Ñïðîñòèìî íàâåäåíèé â óìîâi âèðàç. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî÷èñåëüíèêè äðîáiâ íà ìíîæíèêè

y =
x (

√
x − 1)

1 −√
x

− x(2 − x)(2 + x)

x − 2
+

(5x − 4)2

4 − 5x
,âèêîíà¹ìî î÷åâèäíi ñêîðî÷åííÿ

y = −x + x(2 + x) + (4 − 5x)i çâåäåìî ïîäiáíi äîäàíêè
y = x2 − 4x + 4.Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó êâàäðàòó ðiçíèöi, ìà¹ìî: y = (x − 2)2.Âiäïîâiäü: y

x=4/5

x5

5

4

4

3

3

2

2

1–1

–1

1

y= x( 2)2–
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5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà {

ax2 + xy = y − 2,
2x + y = 5

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?�îçâ'ÿçàííÿ. Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî, ùî y = 5 − 2x, i, ïiäñòàâèâøè öåçíà÷åííÿ y ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îäåðæó¹ìî: ax2+x(5−2x) = (5−2x)−2,ùî ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó:
(a − 2)x2 + 7x − 3 = 0. (1)Ïî êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà âiäíàéòè ¹äèíå çíà÷åííÿ y (íàãà-äà¹ìî, ùî y = 5−2x), òîìó ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � ïàðó ÷è-ñåë (x, y) � òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ðiâíÿííÿ (1). Ïðè a 6= 2êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, êîëè D = 49+12(a−2) = 0; çâiä-êè çíàõîäèìî a = −25/12. Ïðè a = 2 ðiâíÿííÿ (1) íàáóâà¹ âèãëÿäó 7x − 3 = 0i, î÷åâèäíî, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = 3

7
.Âiäïîâiäü: a = 2, a = −25/12.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1987 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó

1

3
√

2 − 4
+

1

11 + 2
√

30
− 1

3
√

2 + 4
+

1

11 − 2
√

30¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi äi¨:
1

3
√

2 − 4
− 1

3
√

2 + 4
=

(3
√

2 + 4) − (3
√

2 − 4)
(

3
√

2 + 4
) (

3
√

2 − 4
) =

8
(

3
√

2
)2 − 42

=
8

2
= 4.Àíàëîãi÷íî, ïåðåòâîðþþ÷è äâà iíøi äîäàíêè, çíàõîäèìî:

1

11 + 2
√

30
+

1

11 − 2
√

30
=

(11 − 2
√

30) + (11 + 2
√

30)
(

11 + 2
√

30
) (

11 − 2
√

30
) =

22

121 − 120
= 22.Òîìó íàâåäåíèé â óìîâi çàäà÷i âèðàç ðiâíèé ðàöiîíàëüíîìó ÷èñëó 4 + 22 = 26.2. Âiäîìî, ùî x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +ax+a−1987 = 0. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi

a ñóìà x2
1 + x2

2 ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ?�îçâ'ÿçàííÿ. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà ìà¹ìî, ùî
{

x1 + x2 = −a,
x1x2 = a − 1987.Òîäi

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = (−a)2 − 2(a − 1987) = a2 − 2a + 3974.Âèäiëèâøè ïîâíèé êâàäðàò, çíàéäåìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ a2−2a+3974. Ìà¹ìî:

a2 − 2a + 3974 =
(

a2 − 2a + 1
)

+ 3973 = (a − 1)2 + 3973 > 3973.� 26 �



Îòæå, ïðè a = 1 âèðàç a2 − 2a + 3974 íàáóâà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ.Äëÿ çàâåðøåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òðåáà ïåðåâiðèòè çàêîííiñòü âèêîðèñòàííÿ òåî-ðåìè Âi¹òà ïðè a = 1, òîáòî ç'ÿñóâàòè, ÷è ìà¹ âèõiäíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿêîðåíi. Ïðè a = 1 îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ x2 + x − 1986 = 0, ÿêå ìà¹ êîðåíi, áî
D = 1 + 4 · 1986 > 0. Îòæå, òåîðåìó Âi¹òà âèêîðèñòàíî çàêîííî.Âiäïîâiäü: a = 1.3. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó âèñîòà, ïðîâåäåíà ç ïðÿìîãî êóòà, ó ÷îòèðè ðàçèìåíøà ãiïîòåíóçè. Çíàéäiòü ãîñòði êóòè òðèêóòíèêà.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé âèñîòà CH = x, òîäi ãiïî-òåíóçà AB = 4x. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ,ùî ìåäiàíà ïðÿìîãî êóòà óäâi÷i ìåíøà çà ãiïî-òåíóçó, òîáòî ìåäiàíà CM = 2x. Òåïåð áà÷èìî,ùî ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó CHM êàòåò
CH = x äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãiïîòåíóçè CM =
2x, îòæå, ∠CMH = 30◦. Îñêiëüêè òðèêóòíèê
CMB ðiâíîáåäðåíèé, òî ∠MBC = ∠MCB iòîìó ∠B = 30◦

2
= 15◦. A

H
B

C

M30°

2x

2x 2x

x

Âiäïîâiäü: 15◦, 75◦.4. Ó ïàðàëåëîãðàìi ABCD òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, à N � ñåðåäèíà
CD. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi AM i AN äiëÿòü äiàãîíàëü BD íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî äiàãîíàëü AC, ÿêà òî-÷êîþ ïåðåòèíó ç BD äiëèòüñÿ íàâïië. �îçãëÿ-íåìî òðèêóòíèê ABC i ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùîäâi éîãî ìåäiàíè (âiäðiçêè AM i BO) òî÷êîþïåðåòèíó äiëÿòüñÿ ó âiäíîøåííi 2 : 1. Òîìóÿêùî OQ = x, òî QB = 2x. Àíàëîãi÷íî, ðîç-ãëÿäàþ÷è òðèêóòíèê ADC, ìà¹ìî, ùî OP = yi PD = 2y. Îñêiëüêè òî÷êà O � ñåðåäèíà äi-àãîíàëi BD, òî 3x = BO = OD = 3y, îòæå, x = y, ùî i äîâîäèòü ðiâíiñòü
BQ = QP = PD = 2x. A

2x

x

2y

y

B CM

D

N
O

P

Q

�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1988 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ k âèðàç k3 + 3k2 + 2k äiëèòüñÿíà 6.�îçâ'ÿçàííÿ. �îçêëàäåìî âèðàç íà ìíîæíèêè: k3 + 3k2 + 2k = k(k2 + 3k + 2)i k2 + 3k + 2 = (k2 + k) + (2k + 2) = (k + 1)(k + 2). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöåðiâíiñòü
k3 + 3k2 + 2k = k(k + 1)(k + 2). (2)Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2) ñòî¨òü äîáóòîê òðüîõ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ÷èñåë, ñåðåä ÿêèõ ïðèíàéìíi îäíå ïàðíå i ðiâíî îäíå äiëèòüñÿ íà 3. Òîìó äî-áóòîê k(k + 1)(k + 2) äiëèòüñÿ íà 2 · 3 = 6, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.� 27 �



2. Ïîáóäóéòå ãðà�iê �óíêöi¨: y =

√

(1 +
√

x)
2 −

√

(1 −√
x)

2. Çíàéäiòü âñi òàêiçíà÷åííÿ x, ùî y < 2.�îçâ'ÿçàííÿ. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî x > 0. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó√
a2 = |a|, ìà¹ìî ðiâíiñòü:

y =
∣

∣1 +
√

x
∣

∣ −
∣

∣1 −
√

x
∣

∣ .Îñêiëüêè 1 +
√

x > 0, òî |1 +
√

x| = 1 +
√

x. Äëÿ ðîçêðèòòÿ äðóãîãî ìîäóëÿðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:I âèïàäîê 1 −√
x 6 0. Òîäi x > 1 i

y =
(

1 +
√

x
)

+
(

1 −
√

x
)

= 2.II âèïàäîê 1 −√
x > 0. Òîäi 0 6 x 6 1 i

y =
(

1 +
√

x
)

−
(

1 −
√

x
)

= 2
√

x.Ìà¹ìî ãðà�iê: y

1

1

2

2

x

y=2

y= x2

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî óìîâà y < 2 âèêîíó¹òüñÿ ïðè 0 6 x < 1.Âiäïîâiäü: 0 6 x < 1.3. Äîâåäiòü, ùî ó ÷îòèðèêóòíèêó, îïèñàíîìó íàâêîëî êîëà, ñóìè äîâæèí ïðîòè-ëåæíèõ ñòîðií ðiâíi ìiæ ñîáîþ.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé K,L,M,N � òî÷êè äîòèêóñòîðií ÷îòèðèêóòíèêà äî êîëà. Ëåãêî áà÷èòè,ùî ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè AKO i ANO ðiâíiçà êàòåòîì i ãiïîòåíóçîþ, òîìó AK = AN = x(öåé �àêò íàçèâàþòü òåîðåìîþ ïðî ðiâíiñòüäâîõ äîòè÷íèõ). Àíàëîãi÷íî KB = BL = y,
LC = CM = z i MD = DN = t. Òåïåð çðî-çóìiëî, ùî AB + CD = (x + y) + (z + t) i
BC + DA = (y + z) + (t + x), ùî i äîâîäèòüðiâíiñòü ñóì AB + CD i BC + DA.

A

B

K

C
MD

L
O

N

y

yx

x

t

t

z

z4. Òî÷êàM äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD ó âiäíîøåííi 1 : 2. Çíàéäiòüêóò ìiæ äiàãîíàëÿìè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî MB = MD.� 28 �



�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé AM = x, òîäi çà óìîâîþ
MD = 2x = MB. Îòæå, ó ïðÿìîêóòíîìó òðè-êóòíèêó ABM êàòåò AM äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãi-ïîòåíóçè MB, òîìó ∠AMB = 60◦. Îñêiëüêèöåé êóò ¹ çîâíiøíiì êóòîì ðiâíîáåäðåíîãî òðè-êóòíèêà BMD, òî ∠BDA = 30◦. Òåïåð, ðîçãëÿ-äàþ÷è ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê AOD, ìà¹ìî,ùî ∠AOD = 120◦ i òîìó ∠DOC = 60◦. A

30°

120°

60°

2x

2xx

B C

M D

O

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê, êîëè òî÷êà M äiëèòüñòîðîíó AD ó âiäíîøåííi 1 : 2 íàñòóïíèì ÷è-íîì: MD = x, AM = 2x, íåìîæëèâèé, áî òîäió ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABM ãiïîòåíóçà
BM = x áóäå ìåíøîþ çà êàòåò AM = 2x.

A 2x x

x

B C

M DÂiäïîâiäü: 60◦.5. Íåõàé x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 − x + a2 = 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a âèêîíó-¹òüñÿ íåðiâíiñòü: (

x1

x2

)2
+

(

x2

x1

)2
> 2 ?�îçâ'ÿçàííÿ. Êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ x2−x+a2 = 0 ìà¹ êîðåíi, êîëèD = 1 − 4a2 > 0,òîáòî ïðè a ∈

[

−1
2
, 1

2

]. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà
{

x1 + x2 = 1,
x1x2 = a2.Îñêiëüêè ñåðåä êîðåíiâ x1, x2 íå ìîæå áóòè ðiâíèõ íóëþ, òî a 6= 0. Äàëiïåðåòâîðèìî çàäàíó â óìîâi íåðiâíiñòü (

x1

x2

)2
+

(

x2

x1

)2
> 2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

(

x1

x2

)2 − 2 · x1

x2
· x2

x1
+

(

x2

x1

)2
> 0 àáî (

x1

x2
− x2

x1

)2
> 0. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿïðè x1

x2
6= x2

x1
, òîáòî x1 6= ±x2. ßêùî x1 = x2, òî D = 0 i a = ±1

2
, îòæå, ïðè

a = ±1
2
íåðiâíiñòü çàäà÷i íå âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî æ x1 = −x2, òî x1 +x2 = 0, ùîñóïåðå÷èòü òåîðåìi Âi¹òà, òîáòî ïðè æîäíîìó çíà÷åííi a ñóìà x1 + x2 íå ìîæåäîðiâíþâàòè íóëþ.Âiäïîâiäü: a ∈

(

−1
2
, 0

)

∪
(

0, 1
2

).�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1989 ðîêó1. ×è ìîæå îäèí ç êàòåòiâ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþâàòè ðàäióñó îïè-ñàíîãî êîëà?�îçâ'ÿçàííÿ. Öåíòð îïèñàíîãî êîëà ïðÿìîêó-òíîãî òðèêóòíèêà ëåæèòü íà ñåðåäèíi ãiïîòå-íóçè, à ðàäióñ äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãiïîòåíóçè
AB àáî ìåäiàíi CM . Òåïåð çðîçóìiëî, ùî êîëè
∠A = 60◦, òî òðèêóòíèê ACM ðiâíîñòîðîííiéi CA = AM = MC = R. A B

C

M

60° 30°

60°

60°Âiäïîâiäü: ìîæå, íàïðèêëàä, ó òðèêóòíèêà ç êóòàìè 90◦, 60◦ i 30◦.� 29 �



2. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 2 ñì i 10 ñì, à ñóìà êóòiâ ïðè ìåíøié îñíîâiñòàíîâèòü 270◦. Çíàéäiòü âiäñòàíü ìiæ ñåðåäèíàìè îñíîâ òðàïåöi¨.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðîäîâæèìî ïðÿìi AB i DC äîïåðåòèíó ó òî÷öi K. Òîäi ∠K = 90◦, áî ç óìîâèçàäà÷i ëåãêî ìà¹ìî, ùî ∠KBC +∠KCB = 90◦.Ïðîâåäåìî ó △AKD ìåäiàíó KL. Îñêiëüêè
BC||AD, òî KL äiëèòü âiäðiçîê BC íàâïië. Òà-êèì ÷èíîì, KL i KM � ìåäiàíè ïðÿìîêóòíèõòðèêóòíèêiâ AKB i BKC, òîìó KL = AD

2
= 5,

KM = BC
2

= 1. Îòæå, ML = KL − KM = 4. A

B
M

C

D

K

LÂiäïîâiäü: 4 ñì.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iêè ðiâíÿíü:a) y2 − |x|
y2 − |x| = 1, á) √

x2 + y2 = (
√

y)2 − x.�îçâ'ÿçàííÿ. à) Íàâåäåíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ òî÷îê A(x, y) ïëîùèíè,îêðiì òèõ, ó ÿêèõ y2 = |x|. Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî y2 = |x| ðiâíîñèëüíîóìîâi: x = y2 àáî x = −y2.�îçâ'ÿçàííÿ. á) ßêùî íå çàáóòè ïðî íåðiâíiñòü y > 0, òî óìîâà çàäà÷i íàáó-âà¹ âèãëÿäó: √

x2 + y2 = y − x. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòiíåâiä'¹ìíà, òî y − x > 0. Äàëi, ïiäíîñÿ÷è îáèäâi ÷àñòèíè äî êâàäðàòó i âèêî-íóþ÷è î÷åâèäíi ñêîðî÷åííÿ, îäåðæèìî xy = 0, òîáòî x = 0 àáî y = 0. Îòæå,ðîçâ'ÿçêàìè áóäóòü òî÷êè êîîðäèíàòíèõ ïðÿìèõ OX i OY , ÿêi çàäîâîëüíÿþòüóìîâè y > 0 òà y > x.Âiäïîâiäü:
y

х=y2х= y2–

x

y

1

1

–1

–1

2

2

–2

–2

3

3

x

4. ×è iñíó¹ òàêå äâîöè�ðîâå ÷èñëî, ùî ó äâà ðàçè ìåíøå äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà,êîæíà öè�ðà ÿêîãî íà 2 áiëüøå äåÿêî¨ öè�ðè äàíîãî ÷èñëà?�îçâ'ÿçàííÿ. Òàê, íàïðèêëàä, ÷èñëî 22. Ïîêàæåìî, ÿê áóëî çíàéäåíå öå ÷èñëî.Êîæíå äâîöè�ðîâå ÷èñëî x ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi x = 10a+b, äå a, b � öè�ðèó çàïèñó ÷èñëà x, a � öè�ðà äåñÿòêiâ, b � îäèíèöü. Òîäi 2x = 20a + 2b i çà óìî-âîþ çàäà÷i ÷èñëî 2x ñêëàäà¹òüñÿ ç öè�ð (a+2) i (b+2). ßêùî (a+2) � êiëüêiñòüäåñÿòêiâ, à (b + 2) � êiëüêiñòü îäèíèöü ÷èñëà 2x, òî 2x = 10(a + 2) + (b + 2) iîòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ 20a + 2b = 10(a + 2) + (b + 2), ÿêå ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ìà¹âèãëÿä: 10a + b = 22. Öå îçíà÷à¹, ùî a = 2, b = 2.Âiäïîâiäü: òàê. � 30 �



5. Íåõàé x1 i x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 +(a+1)x+a− 1
2

= 0. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ aâèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: x2
1 + x2

2 < 11
4
?�îçâ'ÿçàííÿ. �îçãëÿíåìî äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ: D = (a + 1)2 − 4a + 2, ÿêèéìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: D = a2 − 2a + 3 = (a − 1)2 + 2. Îñêiëüêè D > 0,òî çàäàíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ìà¹ êîðåíi ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ a. Çâàæàþ÷è íàî÷åâèäíó ðiâíiñòü x2

1 + x2
2 = (x1 + x2)

2 − 2x1x2 i òåîðåìó Âi¹òà
{

x1 + x2 = −(a + 1),
x1x2 = a − 1

2
,ìà¹ìî, ùî x2

1 + x2
2 = (a + 1)2 − 2a + 1 = a2 + 2. Îòæå, íåðiâíiñòü x2

1 + x2
2 < 11

4ìîæíà çàìiíèòè íà a2 + 2 < 11
4
, çâiäêè a ∈

(

−
√

3
2

,
√

3
2

).Âiäïîâiäü: a ∈
(

−
√

3
2

,
√

3
2

).�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1990 ðîêó1. Íà äóçi ïiâêîëà ç öåíòðîì O ïîçíà÷èëè òî÷êè A,C,B i D (ñàìå ó òàêîìóïîðÿäêó). Õîðäè AB i CD êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi M . Äîâåäiòü ðiâíiñòü:
∠AMC = 1

2
(∠AOC + ∠BOD).�îçâ'ÿçàííÿ. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè A i D. Òî-äi ∠AMC � çîâíiøíié êóò △AMD, òîìó

∠AMC = ∠ADC + ∠BAD. Àëå ∠ADC i
∠BAD � âïèñàíi êóòè, òîìó ∠ADC = 1

2
∠AOCi ∠BAD = 1

2
∠BOD, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿçàäà÷i. A

B
C

D
M

O2. Òî÷êàM äiëèòü ñòîðîíó AD ïðÿìîêóòíèêà ABCD ó âiäíîøåííi 1 : 2. Çíàéäiòüêóò ìiæ äiàãîíàëÿìè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî MB = MD.�îçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. çàäà÷ó 4 çà 1988 ðiê.Âiäïîâiäü: 60◦.3. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: 219·273+15·49·94

69·210+1210 .�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâîñòi ñòåïåíÿ (íàïðèêëàä, 273 = (33)3 = 39)i çðîáèìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:
219 · 273 + 15 · 49 · 94

69 · 210 + 1210
=

219 · 39 + 3 · 5 · 218 · 38

29 · 39 · 210 + 310 · 220
=

218 · 39 · (2 + 5)

219 · 39 · (1 + 3 · 2)
=

1

2
.Âiäïîâiäü: 1

2
.4. Âiäîìî, ùî ab > 0. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü: (a2 − b2)

2
> (a − b)4.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî �îðìóëó ðiçíèöi êâàäðàòiâ: (a−b)2(a+b)2 > (a − b)4.Äàëi ïåðåíåñåìî âñå ó ëiâó ÷àñòèíó i âèíåñåìî çà äóæêè ìíîæíèê (a − b)2;îäåðæèìî: (a− b)2 · ((a + b)2 − (a − b)2) > 0 àáî, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ äðóãîãî ñïiâ-ìíîæíèêà, (a − b)2 · 4ab > 0. Îñêiëüêè ab > 0, òî íåðiâíiñòü äîâåäåíî.� 31 �



5. ×è iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ a, ùî âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + 2x − 3a2 + 2 = 0 áiëüøiçà −1, àëå ìåíøi çà 1 ?�îçâ'ÿçàííÿ. ßêùî êîðåíi x1, x2 ðiâíÿííÿ x2 + 2x − 3a2 + 2 = 0 çíàõîäÿòüñÿ âìåæàõ âiä −1 äî 1, òî −2 < x1 + x2 < 2, àëå çà òåîðåìîþ Âi¹òà x1 + x2 = −2.Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äà¹ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ çàäà÷i.Âiäïîâiäü: íi.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1991 ðîêó1. Äîâåäiòü, ùî ó ÷îòèðèêóòíèêó, âïèñàíîìó ó êîëî, ñóìè ïðîòèëåæíèõ êóòiâäîðiâíþþòü 180◦.�îçâ'ÿçàííÿ. Âïèñàíèé ó êîëî êóò äîðiâ-íþ¹ ïîëîâèíi öåíòðàëüíîãî êóòà, òîìó ÿêùî
∠ABC = α, òî ∠AOC = 2α. Àíàëîãi÷íî âïè-ñàíèé êóò ∠ADC = β äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi öåí-òðàëüíîãî êóòà, òîáòî ïîëîâèíi "çîâíiøíüî¨" ÷à-ñòèíè êóòà AOC (íà ìàëþíêó êóò 2β). Îñêiëüêè
2α + 2β = 360◦, òî α + β = 180◦, ùî i òðåáà áóëîäîâåñòè. A

B

C

D

O

α

2α

β

2β

2. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 2 i 3, à äiàãîíàëi � 3 i 4. Çíàéäiòü êóò ìiæ äiàãî-íàëÿìè òðàïåöi¨.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé äiàãîíàëü AC = 3, à
BD = 4. Âèêîíà¹ìî äîáóäîâó: ïðîâåäåìî ÷å-ðåç âåðøèíó B ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äiàãîíàëi
AC, äî ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ DA ó òî÷öi K,òîáòî KB||AC. Êðiì öüîãî BC||KA, òîìó ÷î-òèðèêóòíèê KBCA � ïàðàëåëîãðàì, çâiäêè
KA = BC = 2, KB = AC = 3, KD = 5. Òàêèì÷èíîì, ñòîðîíè òðèêóòíèêà KBD äîðiâíþþòü
3, 4 i 5, îòæå, △KBD � ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê (32 + 42 = 9 + 16 = 52) i
∠KBD = 90◦. Àëå ïðÿìi KB i AC ïàðàëåëüíi, òîìó ∠AOD = ∠KBD = 90◦.A

B C

K D

O

4

2

2 3

3 3

Âiäïîâiäü: 90◦.3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ìà¹ çìiñò äðiá: √
36−a2−1

a2−a−20
?�îçâ'ÿçàííÿ. Òðåáà âðàõóâàòè óìîâè: 36 − a2 > 0 i a2 − a − 20 6= 0. Ïåðøà çíèõ âèêîíó¹òüñÿ ïðè a ∈ [−6, 6], à äðóãà � ïðè a 6= 5 òà a 6= −4.Âiäïîâiäü: a ∈ [−6,−4) ∪ (−4, 5) ∪ (5, 6].4. Êâàäðàò äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà ìiñòèòü ïàðíå ÷èñëî äåñÿòêiâ. Çíàéäiòü öè�ðóîäèíèöü öüîãî äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà.�îçâ'ÿçàííÿ. ßêùî äâîöè�ðîâå ÷èñëî x ìà¹ âèãëÿä: x = 10a+ b, äå a � öè�ðàäåñÿòêiâ ÷èñëà x, b � öè�ðà îäèíèöü, òî x2 = 100a2 + 20ab + b2. Çðîçóìiëî, ùî

100a2 íå âïëèâà¹ íà öè�ðó äåñÿòêiâ ÷èñëà x2, 20ab ìà¹ ïàðêó öè�ðó äåñÿòêiâ,� 32 �



òîìó b2 òàêîæ ìà¹ ïàðíó öè�ðó äåñÿòêiâ. Àëå ñåðåä âñiõ êâàäðàòiâ îäíîöè-�ðîâèõ ÷èñåë: 0, 1, 4, 9, 16, . . ., ëèøå 42 = 16 i 62 = 36 ìàþòü íåïàðíó öè�ðóäåñÿòêiâ. Îòæå, b � äîâiëüíà öè�ðà, îêðiì 4 òà 6.Âiäïîâiäü: 0, 1, 2, 3, 5, 7, 8, 9.5. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi a ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: (x − 2)(x − 3) = (a − 2)(a − 3).�îçâ'ÿçàííÿ. Çðîçóìiëî, ùî x = a ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, àëå òðåáà çíàéòèâñi ðîçâ'ÿçêè! Òîìó ðîçêðè¹ìî äóæêè x2 − 5x = a2 − 5a. ßêùî âñi äîäàíêèïåðåíåñòè â îäèí áiê: (x2−a2)− (5x−5a) = 0, òî ëiâó ÷àñòèíó ëåãêî ðîçêëàñòèíà ìíîæíèêè: (x−a)(x+a−5) = 0. Òåïåð ÿñíî, ùî êðiì êîðåíÿ x = a ðiâíÿííÿìà¹ êîðiíü x = 5 − a.Âiäïîâiäü: x1 = a, x2 = 5 − a.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 1994 ðîêó1. ×è iñíó¹ òðèêóòíèê, áiñåêòðèñà ÿêîãî äîðiâíþ¹ ðàäióñó îïèñàíîãî êîëà?�îçâ'ÿçàííÿ. Äî ïðàâèëüíî¨ âiäïîâiäi ëåãêî äi-éòè, êîëè çãàäàòè, ùî ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêó-òíèêó ìåäiàíà ïðÿìîãî êóòà äîðiâíþ¹ ðàäióñóîïèñàíîãî êîëà. ßêùî æ ðîçãëÿíóòè ðiâíîáå-äðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê, òî áiñåêòðèñàïðÿìîãî êóòà äîðiâíþâàòèìå ìåäiàíi, à îòæå, iðàäióñó îïèñàíîãî êîëà. A B

C

O

45° 45°

Âiäïîâiäü: iñíó¹.2. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êîëà x2 + y2 = 1 ó òî÷öi (

1√
2
, 1√

2

).�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé BC � øóêàíà äîòè÷íà.Îñêiëüêè êîîðäèíàòè òî÷êè äîòèêó A
(

1√
2
, 1√

2

)ðiâíi ìiæ ñîáîþ, òî òî÷êà A ëåæèòü íà áiñå-êòðèñi ïðÿìîãî êóòà ïåðøî¨ ÷âåðòi. Òîäi òðè-êóòíèêè CAO i BAO ¹ ïðÿìîêóòíèìè i ðiâíî-áåäðåíèìè; îòæå, CA = AO = AB = R = 1. Çàòåîðåìîþ Ïi�àãîðà OC2 = OA2 + AC2 = 2,àíàëîãi÷íî OB2 = 2.
y

x

A

B

C

45°

45°

1

1

0

–1

–1Òàêèì ÷èíîì, øóêàíà äîòè÷íà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè B(
√

2, 0) i C(0,
√

2), àòîìó ìà¹ ðiâíÿííÿ x + y =
√

2.Âiäïîâiäü: x + y =
√

2.3. Ó ÷îìó âiäìiííiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè {

x + 0y = 5,
x + 0y = 5

i ðîçâ'ÿçêàìèðiâíÿííÿ x = 5 ? ×è ìîæå ñèñòåìà {

a1x + b1y = c1,
a2x + b2y = c2

ìàòè ðiâíî òðè ðîçâ'ÿç-êè? � 33 �



�îçâ'ÿçàííÿ. �îçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè {

x + 0y = 5,
x + 0y = 5

áóäóòü äîâiëüíi ïàðè ÷èñåë
(5, y), äå y � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî. Òàêèõ ïàð íåñêií÷åííà êiëüêiñòü, íàïðè-êëàä, (5, 2), (5,

√
3) òîùî. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ x = 5, òî âîíî ìà¹ ¹äèíèéðîçâ'ÿçîê x = 5.Ñèñòåìà {

a1x + b1y = c1,
a2x + b2y = c2

íå ìîæå ìàòè ðiâíî òðè ðîçâ'ÿçêè, îñêiëüêè ðiâíÿí-íÿ ax+by = c çàäà¹ íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi àáî ïðÿìó, àáî âñþ ïëîùèíó (ïðè
a = b = c = 0), àáî ïîðîæíþ ìíîæèíó (ïðè a = b = 0, c 6= 0). Ïåðåòèí äâîõòàêèõ �iãóð (ñàìå öå çíàõîäÿòü, ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó) íå ìîæå ñêëàäàòèñÿ içòðüîõ òî÷îê (ó ïåðåòèíi ìîæå áóòè îäíà òî÷êà, íåñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îêàáî íå áóòè æîäíî¨ òî÷êè âçàãàëi).Âiäïîâiäü: íàâåäåíà ñèñòåìà íå ìîæå ìàòè ìàòè ðiâíî òðè ðîçâ'ÿçêè.4. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë x i y, ùî (2x2 − 8x + 11)(y2 + 2y + 8) = 21.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèäiëèìî ó äóæêàõ ïîâíi êâàäðàòè:

2x2 − 8x + 11 = 2
(

x2 − 4x + 4
)

+ 3 = 2(x − 2)2 + 3 > 3,

y2 + 2y + 8 =
(

y2 + 2y + 1
)

+ 7 = (y + 1)2 + 7 > 7.Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ïåðøèé ñïiâìíîæíèê íå ìåíøèé çà 3, à äðóãèé � çà 7.Òîìó ¨õ äîáóòîê ðiâíèé 21 ëèøå ó âèïàäêó, êîëè x − 2 = 0 i y + 1 = 0.Âiäïîâiäü: x = 2, y = −1.5. Ñïðîñòiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 −
√

2.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:
4 +

√
7 =

7

2
+ 2

√

7

2
· 1

2
+

1

2
=

(

√

7

2
+

√

1

2

)2

. (3)Àíàëîãi÷íî
4 −

√
7 =

7

2
− 2

√

7

2
· 1

2
+

1

2
=

(

√

7

2
−

√

1

2

)2

.Òîìó ïî÷àòêîâèé âèðàç ìîæíà ïåðåòâîðèòè òàê:
√

4 +
√

7−
√

4 −
√

7−
√

2 =
(

√

7

2
+

√

1

2

)

−
(

√

7

2
−

√

1

2

)

−
√

2 = 2

√

1

2
−
√

2 = 0.Âiäïîâiäü: 0.Íàâåäåìî òàêîæ iíøèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íå âèêîðèñòîâó¹ øòó÷íi ïåðåòâîðåí-íÿ (3).�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé √

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 −
√

2 = x, òîäi
√

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 = x +
√
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Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè äî êâàäðàòó i ðîçêðè¹ìî äóæêè. Ìà¹ìî:
(4 +

√
7) − 2

√

(4 +
√

7)(4 −
√

7) + (4 +
√

7) = x2 + 2x
√

2 + 2àáî ïiñëÿ ñïðîùåííÿ
8 − 2

√

42 −
√

7
2

= x2 + 2x
√

2 + 2,

x2 + 2x
√

2 = 0.Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî, ùî x = 0 àáî x = −2
√

2, àëå îäèí iç öèõâàðiàíòiâ íå ïiäõîäèòü, áî ïî÷àòêîâèé âèðàç ìà¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ. Âèïàäîê
x = −2

√
2 øâèäêî ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Äiéñíî, ÿêùî x = −2

√
2, òî

√

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 −
√

2 = −2
√

2,
√

4 +
√

7 −
√

4 −
√

7 = −
√

2i ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî âèðàçó äîäàòíà, à ïðàâà � âiä'¹ìíà. Òîìó x = 0.Âiäïîâiäü: 0.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2000 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: à) (2|x|−1)2+7|x|−2
4x−1

= 0; á)|8 −√
p| + |√p + 4| = 12.�îçâ'ÿçàííÿ. à) Çàçíà÷èâøè, ùî 4x − 1 6= 0, ìà¹ìî: (2|x| − 1)2 + 7|x| − 2 = 0.Äàëi çðîáèìî çàìiíó |x| = t i ïåðåéäåìî äî ðiâíÿííÿ: (2t − 1)2 + 7t − 2 = 0,ðîçâ'ÿçàâøè ÿêå, çíàõîäèìî: t1 = −1, t2 = 1

4
. Îñêiëüêè |x| = t > 0, òî t1 = −1íå ïiäõîäèòü, îòæå, |x| = 1

4
; çâiäêè x1 = 1

4
, x2 = −1

4
. Àëå óìîâó 4x − 1 6= 0çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå x = −1

4
.á) Îñêiëüêè √

p + 4 > 0, òî ìîäóëü íà äðóãîìó äîäàíêó ìîæíà ïðèáðàòè:
|8 −√

p| + √
p + 4 = 12 àáî |8−√

p| = 8−√
p. Òåïåð áà÷èìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòüìà¹ ìiñöå, êîëè 8 −√

p > 0, òîáòî ïðè p ∈ [0, 64].Âiäïîâiäü: à) x = −1
4
, á) p ∈ [0, 64].2. Ïðè êîæíîìó çíà÷åííi a ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

(a + 1)x + 3y = 4a − 5,
(2a − 3)x + y = a − 1.�îçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ y ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ y = (a− 1)− (2a− 3)x iïiäñòàâèìî éîãî ó ïåðøå: (a+1)x+3(a−1)−3(2a−3)x = 4a−5. Ïiñëÿ ñïðîùåííÿîäåðæó¹ìî: 5x(2 − a) = a − 2. ßêùî a = 2, òî ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüîãî ðiâíÿííÿáóäå äîâiëüíå çíà÷åííÿ x (à y âèçíà÷àòèìåòüñÿ ðiâíiñòþ y = (a−1)−(2a−3)x),ÿêùî æ a 6= 2, òî x = −1

5
i òîäi y = (a − 1) + (2a−3)

5
= 7a−8

5
.Âiäïîâiäü: ïðè a = 2 ðîçâ'ÿçêè òàêi: x � äîâiëüíå ÷èñëî, y = (a−1)− (2a−3)x;ïðè iíøèõ çíà÷åííÿõ a ðîçâ'ÿçêè òàêi: x = −1

5
, y = 7a−8

5
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3. Äiàãîíàëi òðàïåöi¨ âçà¹ìíîïåðïåíäèêóëÿðíi. Îäíà ç íèõ äîðiâíþ¹ 6. Âiäðiçîê,ÿêèé ç'¹äíó¹ ñåðåäèíè îñíîâ òðàïåöi¨, äîðiâíþ¹ 9/2. Çíàéäiòü iíøó äiàãîíàëü.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé äiàãîíàëü AC = 6, à îñíîâè
BC = 2x, AD = 2y. Âèêîíà¹ìî äîáóäîâó: ïðî-âåäåìî ÷åðåç âåðøèíó B ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äi-àãîíàëi AC, äî ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ DA ó òî÷öi
K, òîáòî KB||AC. Êðiì öüîãî BC||KA, òîìó÷îòèðèêóòíèê KBCA � ïàðàëåëîãðàì, çâiäêè
KB = AC = 6, KA = 2x i KD = 2x + 2y. Ç ií-øîãî áîêó, îñêiëüêè ïðÿìi KB i AC ïàðàëåëü-íi, òî ∠AOD = ∠KBD = 90◦, îòæå, △KBD �ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê. A NL

B
M

C

K D

O

2x

x x

y y

6 6

Äîâåäåìî, ùî âiäðiçîê MN , ÿêèé ç'¹äíó¹ ñåðå-äèíè îñíîâ òðàïåöi¨, äîðiâíþ¹ ìåäiàíi ïðÿìîãîêóòà △KBD. Äiéñíî, ÿêùî L � ñåðåäèíà KD,òî LD = KD
2

= x + y i LN = LD − ND = x.Öå îçíà÷à¹, ùî âiäðiçêè BM i LN ðiâíi iïàðàëåëüíi, òîìó LBMN � ïàðàëåëîãðàì i
MN = BL = 9

2
. Òàêèì ÷èíîì, ó ïðÿìîêóòíî-ìó òðèêóòíèêó KBD ìåäiàíà BL ïðÿìîãî êó-òà äîðiâíþ¹ 9/2, òîìó, çà âiäîìîþ âëàñòèâiñòþ,ãiïîòåíóçà KD ðiâíà 9. Òåïåð äëÿ çíàõîäæåííÿ äiàãîíàëi BD çàëèøèëîñÿ ñêî-ðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Ïi�àãîðà: BD2 = 92 − 62 = 45. NL

B M
C

K D2x

x x

x

x+yx+y

y

Âiäïîâiäü: 3
√

5.4. Ïðè ÿêîìó a ðiâíÿííÿ 4x2 − 15x + 4a3 = 0 ìà¹ êîðåíi i îäèí ç íèõ ¹ êâàäðàòîìiíøîãî?�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ, òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i x1 = x2
2.Êðiì öüîãî, çà òåîðåìîþ Âi¹òà

{

x1 + x2 = 15
4
,

x1 · x2 = a3.
(4)Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü x1 = x2

2 ó äðóãîìó ðiâíÿííi ñèñòåìè (4), ìà¹ìî x2
2 ·x2 = a3;çâiäêè x2 = a i x1 = a2. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòå-ìè (4), îòðèìó¹ìî: a2 + a = 15

4
, òîáòî a1 = 3

2
, a2 = −5

2
. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëà

x1 = a2 i x2 = a çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (4) ïðè çíàéäåíèõ çíà÷åííÿõ a, òî-ìó çà îáåðíåíîþ òåîðåìîþ Âi¹òà âîíè ¹ êîðåíÿìè ïî÷àòêîâîãî êâàäðàòíîãîðiâíÿííÿ.Âiäïîâiäü: a1 = 3
2
, a2 = −5

2
.5. Ïîáóäóéòå ãðà�iê ðiâíÿííÿ: x2−4+(x−y+1)2√

4−x2−y2
+

√

4 − x2 − y2 = 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Íå çàáóâàþ÷è ïðî óìîâó 4 − x2 − y2 > 0, ïîìíîæèìî îáèäâi÷àñòèíè ðiâíîñòi íà √

4 − x2 − y2:
x2 − 4 + (x − y + 1)2 + 4 − x2 − y2 = 0 àáî (x − y + 1)2 = y2.� 36 �



Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çíàõîäèìî, ùî y = x − y + 1 àáî y = −(x − y + 1). Îòæå,îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äâîõ ïðÿìèõ: y = 1
2
x+ 1

2
òà x = −1, òî÷êè ÿêèõ, çà ðàõóíîêóìîâè x2 + y2 < 4, ìàþòü íàëåæàòè êðóãó ðàäióñà R = 2 ç öåíòðîì ó ïî÷àòêóêîîðäèíàò.Âiäïîâiäü: y

x

2

2–2

–2

–1

x= –1 2 1y=x+

�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2001 ðîêó1. Äâà ïiøîõîäè A i B âèéøëè îäíî÷àñíî íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó iç ìiñò M i N iíå çìiíþâàëè øâèäêîñòi ïiä ÷àñ ðóõó. Äî ìîìåíòó çóñòði÷i A ïðîéøîâ íà 6 êìáiëüøå, íiæ B. ßêùî êîæåí ç íèõ áóäå ïðîäîâæóâàòè ðóõàòèñü, òî A ïîïàäå âìiñòî N ÷åðåç 9/2 ãîä, à B ó M � ÷åðåç 8 ãîä ïiñëÿ çóñòði÷i. Âèçíà÷òå âiäñòàíüìiæ ìiñòàìè M òà N .�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé S � âiäñòàíü ìiæ ìiñòàìè, à vA i vB � øâèäêîñòi ïiøî-õîäiâ. Îñêiëüêè vA + vB � øâèäêiñòü çáëèæåííÿ ïiøîõîäiâ, òî ÷àñ äî çóñòði÷iñòàíîâèòü t = S
vA+vB

i çà öåé ÷àñ ïiøîõiä A ïðîéøîâ âiäñòàíü S·vA

vA+vB

, à ïiøîõiä
B � S·vB

vA+vB

. Òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i
SvA

vA + vB

− SvB

vA + vB

= 6 àáî S = 6 · vA + vB

vA − vB

. (5)Âiäñòàíü âiä ìiñöÿ çóñòði÷i äî N ïiøîõiä A ïîäîëà¹ çà S·vB

(vA+vB)vA

= 9
2
ãîä, à ïi-øîõîäó B, ùîá ïîòðàïèòè â M , çíàäîáèòüñÿ S·vA

(vA+vB)vB

= 8 ãîä. Ïîäiëèâøè äâiîñòàííi ðiâíîñòi îäíà íà îäíó, çíàõîäèìî, ùî v2
B

v2
A

= 9
16

àáî vB = 3
4
vA. Ïiäñòàâ-ëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ ó ðiâíiñòü (5), çíàõîäèìî, ùî S = 42 êì.Âiäïîâiäü: 42 êì.2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ (a + 3)x2 + (3a + 9)x− 2a2 − 6a = 0 ìà¹ áiëüøåîäíîãî êîðåíÿ?�îçâ'ÿçàííÿ. ßêùî a + 3 6= 0, òî ïîäàíå ðiâíÿííÿ ¹ êâàäðàòíèì i ìà¹ áiëüøåîäíîãî êîðåíÿ, êîëè D > 0. Ìà¹ìî:

D = (3a + 9)2 + 4(a + 3)(2a2 + 6a) = 9(a + 3)2 + 8a(a + 3)2 = (a + 3)2(9 + 8a) > 0.Îñêiëüêè (a + 3)2 > 0 (íàãàäà¹ìî, ùî a + 3 6= 0), òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêî-íó¹òüñÿ ïðè a > −9
8
.�îçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê: a + 3 = 0. Òîäi ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âè-ãëÿäó 0 = 0 i ìà¹ áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó (êîæíå ÷èñëî ¹ ðîçâ'ÿçêîì).Âiäïîâiäü: a = −3 àáî a > −9

8
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3. Òî÷êà P ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC (∠B = 90◦) äiëèòü ãiïîòåíóçó ACíàâïië, à òî÷êà äîòèêó ñòîðîíè CP äî êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê CBP ,äiëèòü AC ó âiäíîøåííi 3 : 1, ÿêùî ðàõóâàòè âiä âåðøèíè A. Çíàéäiòü ãîñòðiêóòè òðèêóòíèêà ABC.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ãiïîòåíóçó AC = 4x, à
L � òî÷êà äîòèêó âïèñàíîãî êîëà äî PC, òîäi
CL = 1

4
AC = x, AP = 2x i PL = x. Áà÷èìî,ùî âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà CBP äîòèêà¹òüñÿñòîðîíè CP â ¨¨ ñåðåäèíi, òîìó △PIL = △CILçà äâîìà êàòåòàìè, à îòæå, ∠IPC = ∠ICP .Îñêiëüêè öåíòð âïèñàíîãî êîëà ëåæèòü íà áiñåêòðèñàõ êóòiâ, òî PI, CI � áiñå-êòðèñè i òîìó ∠BPC = ∠BCP . Òàêèì ÷èíîì, òðèêóòíèê CBP ðiâíîáåäðåíèéi BP = BC. A L

B

CP

I

2x

2x 2x

x x

Ç iíøîãî áîêó, ìåäiàíà BP ïðÿìîãî êóòà òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹ ïîëîâèíiãiïîòåíóçè AC, òîìó BP = 1
2
AC = PC. Îòæå, ó òðèêóòíèêó CBP âñi ñòîðîíèðiâíi, òîìó ∠C = 60◦ i ∠A = 30◦.Âiäïîâiäü: 30◦, 60◦.4. Ñïðîñòiòü:

√

2 +
√

3 ·
√

2 +

√

2 +
√

3 ·

√

2 +

√

2 +

√

2 +
√

3 ·

√

4 − 2

√

2 +

√

2 +
√

3.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî äi¨ ïîñëiäîâíî:
√

2 +

√

2 +

√

2 +
√

3 ·

√

4 − 2

√

2 +

√

2 +
√

3 =

=
√

2 ·

√

(

2 +

√

2 +

√

2 +
√

3
)(

2 −
√

2 +

√

2 +
√

3
)

=

=
√

2 ·
√

4 −
(

2 +

√

2 +
√

3
)

=
√

2 ·
√

2 −
√

2 +
√

3.Òåïåð îá÷èñëèìî íàñòóïíèé äîáóòîê:
√

2 +

√

2 +
√

3 ·
√

2 ·
√

2 −
√

2 +
√

3 =
√

2 ·
√

(

2 +

√

2 +
√

3
)(

2 −
√

2 +
√

3
)

=

=
√

2 ·
√

4 −
(

2 +
√

3
)

=
√

2 ·
√

2 −
√

3.I, íàðåøòi, îñòàííüîþ äi¹þ çíàõîäèìî:
√

2 +
√

3 ·
√

2 ·
√

2 −
√

3 =
√

2 ·
√

(

2 +
√

3
) (

2 −
√

3
)

=
√

2 ·
√

4 − 3 =
√

2.Âiäïîâiäü: √2. � 38 �



5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: √

x2 − y2 = x −√
y2.�îçâ'ÿçàííÿ. Çàçíà÷èâøè, ùî y > 0, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ: √

x2 − y2 = x − y. Ïiä-íåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè äî êâàäðàòó, àëå ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî x − y > 0 òà
x2 − y2 > 0. Ìà¹ìî:

x2 − y2 = (x − y)2. (6)Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (6) ¹ íåâiä'¹ìíîþ, òî óìîâà x2 − y2 > 0 âè-êîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî i ïåðåâiðêè íå âèìàãà¹ (íà âiäìiíó âiä óìîâ x − y > 0òà y > 0, ÿêi ¹ iñòîòíèìè). Ïîâåðòàþ÷èñü äî ðiâíîñòi (6), ïiñëÿ ñïðîùåííÿäiñòà¹ìî: y(y − x) = 0; òîáòî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ äâîõ ïðÿìèõ: y = 0 òà y = x.Âiäïîâiäü: y

–1

–1

–2

–2 3

3

2

21

1

x

y=x

6. Ùî áiëüøå: 599 ÷è 2234 ?�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 53 = 125, à 27 = 128, òî 53 < 27, çâiäêè (53)
33

< (27)
33.Òåïåð ëåãêî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî 599 < 2231 < 2234.Âiäïîâiäü: 599 < 2234.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2002 ðîêó1. Ñêîðîòiòü äðiá x47+x46+...+x+1

x15+x14+...+x+1
ïðè óìîâi, ùî x15 + x14 + . . . + x + 1 6= 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî çíàìåííèê äðîáó ìiñòèòü 16 äîäàíêiâ (à íå 15,ÿê ìîæå çäàòèñÿ!), à ÷èñåëüíèê � 48 äîäàíêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi äîäàíêè÷èñåëüíèêà ìîæíà ðîçáèòè íà òðè ãðóïè ïî 16 äîäàíêiâ â êîæíié. Ìà¹ìî:

1 + x + . . . + x47

1 + x + . . . + x15
=

(1 + . . . + x15) + (x16 + . . . + x31) + (x32 + . . . + x47)

1 + x + . . . + x15
.Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ç êîæíî¨ äóæêè ÷èñåëüíèêà ìîæíà âèäiëèòè çíàìåííèêi ñêîðîòèòè íà íüîãî, òîìó ïî÷àòêîâèé äðiá äîðiâíþ¹:

(1 + . . . + x15) + x16 (1 + . . . + x15) + x32 (1 + . . . + x15)

1 + x + . . . + x15
= 1 + x16 + x32.Âiäïîâiäü: 1 + x16 + x322. Ñïðîñòiòü âèðàç: √

6+
√

27−10
√

2−
√

8−2
√

12
√

8−
√

11+2
√

24−
√

28−10
√

3
.
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�îçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåòâîðèìî ñïî÷àòêó âèðàç (27 − 10
√

2). Âèäiëÿþ÷è �îðìóëóêâàäðàòà ðiçíèöi, çíàõîäèìî: 27 − 10
√

2 = 25 − 2 · 5 ·
√

2 + 2 = (5 −
√

2)2. Òàêñàìî ïåðåòâîðèìî iíøi ïiäêîðåíåâi âèðàçè:
8 − 2

√
12 = (

√
6 −

√
2)2, 11 + 2

√
24 = (

√
8 +

√
3)2, 28 − 10

√
3 = (5 −

√
3)2.Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ ó ïî÷àòêîâèé äðiá, îòðèìó¹ìî:

√
6 +

√

27 − 10
√

2 −
√

8 − 2
√

12
√

8 −
√

11 + 2
√

24 −
√

28 − 10
√

3
=

√
6 + (5 −

√
2) − (

√
6 −

√
2)√

8 − (
√

8 +
√

3) − (5 −
√

3)
=

−5

5
= −1.Âiäïîâiäü: −1.3. Ïðè ÿêèõ a îäèí ç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (a2 − 5a + 3)x2 + (3a − 1)x + 2 = 0 ó äâàðàçè áiëüøèé çà äðóãèé êîðiíü?�îçâ'ÿçàííÿ. ßêùî a2 − 5a + 3 = 0, òî îòðèìà¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ëèøå îäèí êîðiíü. Òîìó äàëi ââàæàòèìåìî, ùî a2 − 5a+3 6= 0 i çàäàíå â óìîâiðiâíÿííÿ ¹ êâàäðàòíèì. Íåõàé x1, x2 � éîãî ðiâíÿííÿ, òîäi çà óìîâîþ çàäà÷i

x1 = 2x2. Êðiì öüîãî, çà òåîðåìîþ Âi¹òà
{

x1 + x2 = − 3a−1
a2−5a+3

,

x1 · x2 = 2
a2−5a+3

.
(7)Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü x1 = 2x2 ó ïåðøîìó i äðóãîìó ðiâíÿííÿõ ñèñòåìè (7),çíàõîäèìî, ùî

{

x2 = − 3a−1
3(a2−5a+3)

,

x2
2 = 1

a2−5a+3
.Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ x2 ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ó äðóãå, îòðèìó¹ìî:

(3a − 1)2

9(a2 − 5a + 3)2
=

1

a2 − 5a + 3
àáî (3a − 1)2 = 9(a2 − 5a + 3).Çâiäêè ìà¹ìî, ùî a = 2

3
. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè a = 2

3
óìîâà a2 − 5a + 3 6= 0âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, ïðè a = 2

3
÷èñëà x2 = −(3a−1)

3(a2−5a+3)
i x1 = 2x2 çàäîâîëüíÿþòüñèñòåìó (7), òîìó çà îáåðíåíîþ òåîðåìîþ Âi¹òà âîíè ¹ êîðåíÿìè ïî÷àòêîâîãîêâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ.Âiäïîâiäü: a = 2

3
.4. Çíàéäiòü âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: x2 + xy − 2y2 − x + y = 3.�îçâ'ÿçàííÿ. �îçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó íà ìíîæíèêè. Ìà¹ìî:

(x2 − y2) + (xy − y2) − (x − y) = 3 àáî (x − y)(x + 2y − 1) = 3.×èñëî 3 ìîæå áóòè ðîçêëàäåíî íà äâà öiëi ìíîæíèêè ëèøå îäíèì ç íàñòóïíèõ÷îòèðüîõ ñïîñîáiâ: 3 = 3 ·1, àáî 3 = 1 ·3, àáî 3 = (−3) · (−1), àáî 3 = (−1) · (−3),òîáòî ìà¹ìî ÷îòèðè ñèñòåìè:
{

x − y = 3,
x + 2y − 1 = 1,

{

x − y = 1,
x + 2y − 1 = 3,

{

x − y = −3,
x + 2y − 1 = −1,

{

x − y = −1,
x + 2y − 1 = −3.�îçâ'ÿçóþ÷è öi ñèñòåìè, çíàõîäèìî òàêi ïàðè öiëèõ ÷èñåë (x, y): (2, 1), (−2, 1).Âiäïîâiäü: (2, 1), (−2, 1). � 40 �



5. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |x−1|−|x+1|
|x+1|+|x−1| .�îçâ'ÿçàííÿ. �îçãëÿíåìî âèïàäêè.I âèïàäîê x 6 −1. Òîäi y = −(x−1)+(x+1)

−(x+1)−(x−1)
= 2

−2x
= − 1

x
.II âèïàäîê −1 6 x 6 1. Òîäi y = −(x−1)−(x+1)

(x+1)−(x−1)
= −2x

2
= −x.III âèïàäîê 1 6 x. Òîäi y = (x−1)−(x+1)

(x+1)+(x−1)
= −2

2x
= − 1

x
.Âiäïîâiäü: y

1

1

–1

–1

2

2

–2

–2

x

y=–
1
x–

y=–
1
x–

y= x–

6. Âèñîòà AD, îïóùåíà íà ái÷íó ñòîðîíó BC ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ABC,äiëèòü éîãî íà òðèêóòíèêè ABD i ADC ïëîùåþ 4 ñì2 i 2 ñì2 âiäïîâiäíî.Çíàéäiòü ñòîðîíè òðèêóòíèêà, ÿêùî AC � éîãî îñíîâà.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî AD = h, CD = x, à
DB = y. Îñêiëüêè ïëîùà ïðÿìîêóòíîãî òðè-êóòíèêà äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äîáóòêó êàòåòiâ,òî SABD = 1

2
hy = 4 i SADC = 1

2
hx = 2. Ïîäi-ëèâøè îäíó ðiâíiñòü íà iíøó, îäåðæèìî, ùî

y = 2x; òîìó AB = BC = 3x. Äàëi âèêîðèñòà-¹ìî òåîðåìó Ïi�àãîðà äëÿ òðèêóòíèêà ABD:
h2 + (2x)2 = (3x)2, çâiäêè h =

√
5x. Ïîâåðòàþ-÷èñü äî �îðìóëè SADC = 1

2
hx = 2, çíàõîäèìî:

1
2

√
5x2 = 2, òîìó x = 2√√

5
i AB = BC = 6√√

5
.Çàëèøèëîñÿ çíàéòè ñòîðîíó AC. Çà òåîðåìîþÏi�àãîðà AC =

√
5x2 + x2 =

√
6x =

√

24√
5
. A

B

C

D
4

2

3x

xh

у=2x

Âiäïîâiäü: AB = BC = 6√√
5
ñì, AC =

√

24√
5
ñì.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2003 ðîêó1. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = x2+1

x·
√

(

x2−1

2x

)2

+1

.�îçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ïiäêîðåíåâèé âèðàç:
(

x2 − 1

2x

)2

+ 1 =
(x2 − 1)

2
+ 4x2

4x2
=

(x2 + 1)
2

4x2
, x 6= 0.� 41 �



Òåïåð çàäàíó �óíêöiþ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi: y = x2+1

x·x2+1

|2x|

àáî, ïiñëÿñêîðî÷åííÿ íà x2 + 1 6= 0, ó âèãëÿäi: y = |2x|
x
. Îòæå, ïðè x > 0 ìà¹ìî: y = 2, àïðè x < 0 ìà¹ìî, ùî y = −2.Âiäïîâiäü: y

1

1

–1

–1

2

2

–2

–2

x

y=2

y=–22. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ, êîðåíÿìè ÿêîãî áóäóòü ÷èñëà x1 + 1 òà x2 + 1, äå x1, x2 �êîðåíi ðiâíÿííÿ: x2 − 3x − 1 = 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ x2−3x−1 = 0 ìà¹ êîðåíi (D = 13 > 0),òî çà òåîðåìîþ Âi¹òà {

x1 + x2 = 3,
x1 · x2 = −1.

Òîäi ÷èñëà y1 = x1+1 i y2 = x2+1 áóäóòüçàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó
{

y1 + y2 = (x1 + 1) + (x2 + 1) = 5,
y1 · y2 = (x1 + 1)(x2 + 1) = x1x2 + x1 + x2 + 1 = −1 + 3 + 1 = 3.Îòæå, çà îáåðíåíîþ òåîðåìîþ Âi¹òà ÷èñëà y1 = x1 + 1 i y2 = x2 + 1 áóäóòüêîðåíÿìè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ y2 − 5y + 3 = 0.Âiäïîâiäü: y2 − 5y + 3 = 0.3. Çíàéäiòü íàéìåíøå çíà÷åííÿ âèðàçó: √x2 − 6x + 9 +

√
x2 + 8x + 16.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî äàíèé âèðàç ÷åðåç y, òîäi ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ìà¹ìî:

y =
√

(x − 3)2 +
√

(x + 4)2 = |x − 3| + |x + 4|. (8)Ïîáóäó¹ìî ãðà�iê ðiâíÿííÿ (8). Äëÿ öüîãî ðîçêðè¹ìî ìîäóëi, ðîçãëÿíóâøèòàêi âèïàäêè:I x 6 −4. Òîäi y = −(x − 3) − (x + 4) = −2x − 1.II −4 6 x 6 3. Òîäi y = −(x − 3) + (x + 4) = 7.III 3 6 x. Òîäi y = (x − 3) + (x + 4) = 2x + 1.Ç ïîáóäîâàíîãî ãðà�iêà áà÷èìî, ùî íàéìåí-øå çíà÷åííÿ y äîðiâíþ¹ 7 i äîñÿãà¹òüñÿ ïðè
−4 6 x 6 3.

y

1

2

3

3

6

7

4

–1

–2

–3

–4

x

y= x+2 1
y= x–2 –1

Âiäïîâiäü: 7. � 42 �



4. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü: 





x + 3y + 4z = 6,
3x − 5y − 2z = 4,
−5x + 2y + 5z = 3.�îçâ'ÿçàííÿ. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè çíàõîäèìî: x = 6 − 3y − 4z. Ïiä-ñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ x ó iíøi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè i âèêîíóþ÷è ñïðîùåííÿ,ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè: {

y + z = 1,
17y + 25z = 33.

Âèðàæàþ÷è ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿîñòàííüî¨ ñèñòåìè y ÷åðåç z i ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ y = 1 − z ó äðóãåðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî: 17(1 − z) + 25z = 33 àáî z = 2. Òîìó y = −1, x = 1.Âiäïîâiäü: (1,−1, 2).5. �îçâ'ÿçàííÿ. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêóêóò ìiæ áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè âåðøèíi i ái-ñåêòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi äîðiâíþ¹ 70◦. Çíà-éäiòü êóòè òðèêóòíèêà.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé áiñåêòðèñè AH i CL ïåðå-òèíàþòüñÿ ó òî÷öi I. Îñêiëüêè ó ðiâíîáåäðåíî-ìó òðèêóòíèêó ABC áiñåêòðèñà AH ¹ îäíî÷à-ñíî i âèñîòîþ, òî ∠AHC = 90◦. Òîäi ç òðèêó-òíèêà CHI çíàõîäèìî, ùî ∠HCI = 20◦ i òîìó
∠C = 40◦.

A

B
H

C

L

I
70°Âiäïîâiäü: 40◦, 40◦, 100◦.6. Ç äîâiëüíî¨ òî÷êè M âñåðåäèíi ãîñòðîãî êóòà ç âåðøèíîþ A îïóùåíî ïåðïåí-äèêóëÿðè MP i MC íà ñòîðîíè êóòà. Ç òî÷êè A îïóùåíî ïåðïåíäèêóëÿð AKíà âiäðiçîê PC. Çíàéäiòü ∠MAC, ÿêùî ∠PAK = α.�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ñóìà ïðîòèëåæíèõ êó-òiâ ÷îòèðèêóòíèêà ACMP äîðiâíþ¹ 180◦(∠ACM = ∠APM = 90◦), òî íàâêîëî ACMPìîæíà îïèñàòè êîëî. Òîäi êóòè MAC i CPMðiâíi, ÿê âïèñàíi êóòè, ùî ñïèðàþòüñÿ íà ñïiëü-íó äóãó êîëà. Àëå ∠CPM = 90◦ − ∠APK, à ç

△APK ìà¹ìî, ùî 90◦ − ∠APK = ∠PAK = α.Îòæå, ∠CPM = α i ∠MAC = α. A

C

M

K

P

αÂiäïîâiäü: α.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2004 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

5 +
√

5 +
√

5 + . . .. 11Ñòîñîâíî óìîâè (òà é ðîçâ'ÿçêó) öi¹¨ çàäà÷i ïðèðîäíî âèíèêàþòü ïèòàííÿ, íàïðèêëàä: "ßêó÷åíü 8-ãî êëàñó ìà¹ ðîçóìiòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü êâàäðàòíèõ êîðåíiâ i ÿêi âëàñòèâîñòi òàêèõçàïèñiâ ââàæàòè âiäîìèìè?" �îçóìiþ÷è öå, ïðèéìàëüíà êîìiñiÿ ÓÔÌË ÊÓ îöiíþâàëà öþ çàäà÷óìåíøîþ êiëüêiñòþ áàëiâ, íiæ ðåøòó, òà çàðàõîâóâàëà ¨¨ ÿê ðîçâ'ÿçàíó i òèì àáiòóði¹íòàì, ÿêiñòàâèëè ïîäiáíi çàïèòàííÿ ïî óìîâi. � 43 �



�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî x =

√

5 +
√

5 +
√

5 + . . ., òîäi x > 0. Ïiäíåñåìî îáè-äâi ÷àñòèíè äî êâàäðàòó:
x2 = 5 +

√

5 +
√

5 + . . . àáî x2 = 5 + x,áî âèðàç √

5 +
√

5 + . . . òàêîæ ðiâíèé x. �îçâ'ÿçóþ÷è êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ
x2 = 5 + x, çíàõîäèìî, ùî x = 1±

√
21

2
. Ñåðåä öèõ äâîõ çíà÷åíü x äîäàòíiì ¹ëèøå x = 1+

√
21

2
.Âiäïîâiäü: x = 1+

√
21

2
.2. Ïðè ÿêèõ öiëèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ 2x2 + ax + 8 = 0 ìà¹ ðàöiîíàëüíi êîðåíi,ñóìà ÿêèõ ¹ öiëèì ÷èñëîì?�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ 2x2 +ax+8 = 0, òîäi çà òåîðåìîþÂi¹òà x1+x2 = −a

2
. Îñêiëüêè x1+x2 = b� öiëå ÷èñëî, òî a = −2b. Ïiäñòàâëÿþ÷èöå çíà÷åííÿ a ó ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî: x2+bx+4 = 0. Îñêiëüêè x1 � ðàöiîíàëüíå÷èñëî, òî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi x1 = m

n
, äå m

n
� íåñêîðîòíèé äðiá,

m ∈ Z, n ∈ N. Ïiäñòàâëÿþ÷è x1 = m
n
ó êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî:

m2

n2
+ b

m

n
+ 4 = 0 àáî m2

n
+ bm + 4n = 0. (9)Ìà¹ìî, ùî m2 äiëèòüñÿ íà n, îòæå, n = 1, áî äðiá m

n
� íåñêîðîòíèé, òîáòî÷èñëà m,n íå ìàþòü ñïiëüíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ, îêðiì îäèíèöi. Òàêèì÷èíîì, ðiâíÿííÿ (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó m2+bm+4 = 0 àáî m+b+ 4

m
= 0. Ç îñòàí-íüîãî âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî m ¹ äiëüíèêîì 4, òîáòî m îäíå iç ÷èñåë: ±1,±2,±4.ßêùî m = 1, òî b = −5, a = −10, x1 = 1 i x2 = 4. �îçãëÿäàþ÷è àíàëîãi÷íîiíøi âàðiàíòè, çíàõîäèìî âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ a.Âiäïîâiäü: a = ±8, a = ±10.3. Ó òðèêóòíèêó ABC âèñîòà AH1 äiëèòü ñòîðîíó BC ó âiäíîøåííi 1 : 1, à âèñîòà

BH2 äiëèòü ñòîðîíó AC ó âiäíîøåííi 5 :
√

3, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè A (òî÷êè
H1, H2 � îñíîâè âèñîò). Çíàéäiòü äîâæèíó âèñîòè BH2, ÿêùî AB = 1.�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè îñíîâà âèñîòè AH1 ¹ ñå-ðåäèíîþ ñòîðîíè CB, òî âèñîòà AH1 ¹ i ìå-äiàíîþ, òîìó òðèêóòíèê ABC ðiâíîáåäðåíèé(AB = AC = 1). ßêùî ïîçíà÷èòè AH2 = 5x,
H2C =

√
3x, òî (

5 +
√

3
)

x = 1 i x = 1
5+

√
3
. Òå-ïåð çà òåîðåìîþ Ïi�àãîðà äëÿ △ABH2 çíàõî-äèìî, ùî BH2

2 = AB2 − AH2
2 = 1 − 25

(5+
√

3)
2 .

A

BC
H1

H2

5x

3x

1

Âiäïîâiäü: BH2 =
√

1 − 25

(5+
√

3)
2 .4. Iç ïðÿìîêóòíîãî øìàòêà æåðñòi òðåáà âèãîòîâèòè äåêî, ïëîùà ÿêîãî âòðè-÷i áiëüøà âiä ïëîùi ái÷íèõ ñòiíîê. ßêîþ ìà¹ áóòè âèñîòà ñòiíîê äåêà, ÿêùîøìàòîê æåðñòi ìà¹ ðîçìiðè 4 äì íà 7 äì?� 44 �



�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé âèñîòà ñòiíîê äåêà äîðiâ-íþ¹ x. Òîäi ïëîùà äåêà S1 i ïëîùà ái÷íèõ ñòi-íîê S2 ñòàíîâëÿòü:
S1 = (4 − 2x)(7 − 2x) = 4x2 − 22x + 28,

S2 = 2x((4 − 2x) + (7 − 2x)) = 22x − 8x2.Çà óìîâîþ çàäà÷i S1 = 3S2, òîìó ìà¹ìî ðiâíÿííÿ: 4x2 − 22x + 28 = 66x− 24x2;çâiäêè x = 11±6
√

2
7

. Àëå çðîçóìiëî, ùî âèñîòà ñòiíîê x íå ìîæå ïåðåâèùóâàòèïîëîâèíó øèðèíè øìàòêà æåñòi, òîáòî x 6 2, à öþ óìîâó çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå
x = 11−6

√
2

7
.

x

4

7

Âiäïîâiäü: 11−6
√

2
7

äì.5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ñèñòåìà {

ax2 − xy = x + 4,
2x − y = 5

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?Çíàéäiòü öåé ðîçâ'ÿçîê.�îçâ'ÿçàííÿ. Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî, ùî y = 2x − 5, i, ïiäñòàâèâøè öåçíà÷åííÿ y ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îäåðæó¹ìî: ax2 − x(2x− 5) = x + 4, ùîïiñëÿ ñïðîùåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó:
(a − 2)x2 + 4x − 4 = 0. (10)Ïî êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (10) ìîæíà çíàéòè ¹äèíå çíà÷åííÿ y (íàãà-äà¹ìî, ùî y = 2x − 5), òîìó ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � ïàðó

(x, y) � òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ðiâíÿííÿ (10). Ïðè a 6= 2êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ (10) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, êîëè D = 16 + 16(a − 2) = 0;çâiäêè çíàõîäèìî a = 1 i x = 2, y = −1. Ïðè a = 2 ðiâíÿííÿ (10) íàáóâà¹âèãëÿäó 4x − 4 = 0 i, î÷åâèäíî, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = 1; â öüîìó âèïàäêó
y = −3.Âiäïîâiäü: ïðè a = 1 ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ¹ ïàðà x = 2, y = −1; à ïðè
a = 2 ðîçâ'ÿçîê � x = 1, y = −3.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2005 ðîêó1. Çíàéäiòü âñi òàêi ïàðè ÷èñåë (x, y), ùî 9x2 − 24xy + 16y2 + |y − 3| = 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Âèäiëÿþ÷è ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ êâàäðàò ðiçíèöi, îòðèìó¹ìî:
(3x − 4y)2 + |y − 3| = 0. Ñóìà íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë (3x− 4y)2 i |y − 3| ðiâíà íóëþòîäi i ëèøå òîäi, êîëè 3x − 4y = 0 i y − 3 = 0, òîáòî x = 4, y = 3.Âiäïîâiäü: (4, 3).2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ðiâíÿííÿ 2

ax−3a
+ 3

ax+a−x−1
= x−5

ax2−2ax−3a
ìà¹ êîðiíü, íåìåíøèé 5.�îçâ'ÿçàííÿ. �îçêëàäåìî çíàìåííèêè äðîáiâ íà ìíîæíèêè

2

a(x − 3)
+

3

(a − 1)(x + 1)
=

x − 5

a(x + 1)(x − 3)� 45 �



i, âðàõóâàâøè, ùî a 6= 0, a 6= 1, x 6= 3, x 6= −1, çâåäåìî äðîáè äî ñïiëüíîãîçíàìåííèêà
2(a − 1)(x + 1) + 3a(x − 3) = (a − 1)(x − 5).�îçâ'ÿçóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî, ùî x = 2a+7

4a−1
ïðè a 6= 1

4
, à ïðè a = 1

4ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.Ç'ÿñó¹ìî, êîëè êîðiíü x = 2a+7
4a−1

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü x > 5 (çàóâàæèìî, ùîïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè x 6= 3, x 6= −1). Ìà¹ìî: 2a+7
4a−1

> 5 àáî, ïiñëÿïåðåòâîðåíü, 2−3a
4a−1

> 0. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè a ∈
(

1
4
, 2

3

]. Íàöüîìó ïðîìiæêó âèêîíóþòüñÿ i óìîâè: a 6= 0, a 6= 1.Âiäïîâiäü: a ∈
(

1
4
, 2

3

].3. Çíàéäiòü óñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: x2 − xy + y2 = x + y.�îçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi x2 − (y + 1)x + (y2 − y) = 0i ðîçãëÿíåìî éîãî ÿê êâàäðàòíå âiäíîñíî çìiííî¨ x (y ââàæà¹ìî âiäîìèì i�iêñîâàíèì). Òîäi D = (y + 1)2 − 4(y2 − y) > 0 àáî 3y2 − 6y− 1 6 0. Âèäiëÿþ÷èïîâíèé êâàäðàò, äiñòà¹ìî: 3(y − 1)2 6 4. Îñêiëüêè y � öiëå ÷èñëî, òî îñòàí-íÿ íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå ëèøå ïðè y = 0, àáî y = 1, àáî y = 2. �îçãëÿäàþ÷èêîæíèé âèïàäîê îêðåìî, îòðèìó¹ìî:
• ïðè y = 0 ìà¹ìî, ùî x2 − x = 0, òîìó x = 0 àáî x = 1;
• ïðè y = 1 ìà¹ìî, ùî x2 − 2x = 0, òîìó x = 0 àáî x = 2;
• ïðè y = 2 ìà¹ìî, ùî x2 − 3x + 2 = 0, òîìó x = 1 àáî x = 2.Âiäïîâiäü: (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2).4. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó êóò ìiæ áiñåêòðèñîþ êóòà ïðè âåðøèíi i áiñå-êòðèñîþ êóòà ïðè îñíîâi äîðiâíþ¹ 70◦. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà.�îçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. çàäà÷ó 5 çà 2003 ðiê.Âiäïîâiäü: 40◦, 40◦, 100◦.5. Çíàéäiòü êóò ìiæ áiñåêòðèñàìè âíóòðiøíiõ îäíîñòîðîííiõ êóòiâ, ÿêi óòâîðþ-þòüñÿ ïðè ïåðåòèíi äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ òðåòüîþ (ñi÷íîþ).�îçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ñóìà âíóòðiøíiõîäíîñòîðîííiõ êóòiâ ABD i CAB äîðiâíþ¹

180◦, òî ∠OAB +∠OBA = ∠ABD
2

+ ∠CAB
2

= 90◦.Òåïåð ç òðèêóòíèêà AOB çíàõîäèìî, ùî
∠AOB = 90◦. A

?

B D

C

OÂiäïîâiäü: 90◦.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2006 ðîêó1. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: √4 − x2 + 1
x

= 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Îäðàçó çàçíà÷èìî, ùî 4 − x2 > 0 i x < 0. Òåïåð ïåðåíåñåìîäîäàíîê 1
x
ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ i ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè äî êâàäðà-òó: 4 − x2 = 1

x2 . Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äîäàòíà, òî òàêîþ� 46 �



áóäå i ëiâà ÷àñòèíà; òîìó ïðî óìîâó 4 − x2 > 0 â ïîäàëüøîìó ìîæíà íå òóð-áóâàòèñÿ. �îçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ 4 − x2 = 1
x2 , çíàõîäèìî, ùî x1,2 = ±

√

2 +
√

3,
x3,4 = ±

√

2 −
√

3. Çâàæàþ÷è íà óìîâó x < 0, îäåðæó¹ìî îñòàòî÷íó âiäïîâiäü.Âiäïîâiäü: x = −
√

2 +
√

3 àáî x = −
√

2 −
√

3.2. �îçâ'ÿæiòü ñèñòåìó: {

1+x+x2

1+y+y2 = 3,

x + y = 6.�îçâ'ÿçàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè êîæíîìó çíà÷åííi y âèðàç 1 + y + y2 6= 0(äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ 1 + y + y2 = 0 äîðiâíþ¹ D = −3), òîìó ó ïåðøîìóðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà çíàìåííèê äðîáó. Ìà¹ìî:
1 + x + x2 = 3

(

1 + y + y2
)

. (11)Ïiäñòàâèìî â (11) x = 6− y (äèâ. äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè) i ðîçâ'ÿæåìî îòðè-ìàíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ. Îòæå, ìà¹ìî: y1 = 2, y2 = −10, çâiäêè x1 = 4,
x2 = 16.Âiäïîâiäü: (4, 2), (16,−10).3. Íà ñòîðîíi AC òðèêóòíèêà ABC âçÿòî òàêó òî÷êó E, ùî AE : EC = 3 : 4. Óÿêîìó âiäíîøåííi ìåäiàíà AM äiëèòü âiäðiçîê BE?�îçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî äîáóäîâó: ïðîâåäåìî ÷å-ðåç òî÷êó E ïðÿìó, ïàðàëåëüíó ìåäiàíi AM ,äî ïåðåòèíó çi ñòîðîíîþ BC ó òî÷öi K. Òîäi,çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ôàëåñà äëÿ êóòà ACM ,ìà¹ìî, ùî AE : EC = MK : KC = 3 : 4, òîìó
MK = 3y, KC = 4y. Îñêiëüêè M � ñåðåäèíàñòîðîíè BC, òî BM = 7y. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ-÷è òåîðåìó Ôàëåñà äëÿ êóòà KBE, çíàõîäèìî,ùî BO : OE = BM : MK = 7 : 3. A

B

C

O

M

E

K

7у

3у

4у

3x 4xÂiäïîâiäü: 7 : 3.4. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê ðiâíÿííÿ: x|y| + y|x| = 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçêðèòè ìîäóëi, ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè âèïàäêè:ïðè x > 0 òà y > 0 ìà¹ìî, ùî 2xy = 0, òîìó x = 0 àáî y = 0;ïðè x > 0 òà y 6 0 ìà¹ìî, ùî 0 = 0, òîìó x, y � äîâiëüíi ÷èñëà;ïðè x 6 0 òà y > 0 ìà¹ìî, ùî 0 = 0, òîìó x, y � äîâiëüíi ÷èñëà;ïðè x 6 0 òà y 6 0 ìà¹ìî, ùî −2xy = 0, òîìó x = 0 àáî y = 0.
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Âiäïîâiäü: y

x

5. ßêîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âèðàç: (x−1)2+(x−2)2+(x−3)2 ?�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî äàíèé âèðàç ÿê y. Òîäi, ðîçêðèâàþ÷è äóæêè i çâîäÿ÷èïîäiáíi äîäàíêè, îòðèìó¹ìî:
y = 3x2 − 12x + 14 = 3(x2 − 4x + 4) + 2 = 3(x − 2)2 + 2 > 2.Çàóâàæèìî, ùî ïðè x = 2 â îñòàííié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü.Âiäïîâiäü: 2.�îçâ'ÿçàííÿ åêçàìåíàöiéíèõ çàâäàíü ç ìàòåìàòèêè 2007 ðîêó1. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ âèðàçó: √

(5−
√

5)
2
+

√

(5−
√

3)
2

(√
2+

√
3+
√

2−
√

3

)2 .�îçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó √
a2 = |a| i �îðìóëó êâàäðàòà ñóìè,îòðèìó¹ìî:

∣

∣5 −
√

5
∣

∣ +
∣

∣5 −
√

3
∣

∣

(2 +
√

3) + 2
√

2 +
√

3
√

2 −
√

3 + (2 −
√

3)
=

10 −
√

5 −
√

3

4 + 2
√

4 − 3
=

10 −
√

5 −
√

3

6
.Âiäïîâiäü: 10−

√
5−

√
3

6
.2. �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ: x|x| + (

√
x)

2 − 20 = 0.�îçâ'ÿçàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî x > 0, òîìó ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:
x2 + x− 20 = 0; çâiäêè x1 = 4, x2 = −5. Óìîâó x > 0 çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå x1 = 4.Âiäïîâiäü: x = 4.3. Ïîáóäóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ãðà�iê �óíêöi¨: y = |2x − 1| − 2x.�îçâ'ÿçàííÿ. �îçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.I âèïàäîê 2x − 1 > 0, òîáòî x > 1

2
. Òîäi y = (2x − 1) − 2x = −1.II âèïàäîê 2x − 1 6 0, òîáòî x 6 1
2
. Òîäi y = −(2x − 1) − 2x = −4x + 1.
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Âiäïîâiäü: y

–1

–1

–2

–2

3

3

2

2

1

1

2
_

1

y= x+1–4

y= 1–

x

4. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a i b êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + ax + b = 0 äîðiâíþþòü 2a i 2b.�îçâ'ÿçàííÿ. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà {

x1 + x2 = −a,
x1 · x2 = b,

äå x1, x2 � êîðåíi ðiâíÿí-íÿ. ßêùî x1 = 2a, x2 = 2b, òî ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó: {

2a + 2b = −a,
2a · 2b = b.

Çäðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îòðèìó¹ìî, ùî b = 0 àáî a = 1
4
. Ïðè b = 0 ç ïåðøîãîðiâíÿííÿ ñèñòåìè çíàõîäèìî: a = 0; ó äðóãîìó âèïàäêó, êîëè a = 1

4
, ç ïåðøîãîðiâíÿííÿ îäåðæó¹ìî, ùî b = −3

8
.Âiäïîâiäü: a1 = b1 = 0; a2 = 1

4
, b2 = −3

8
.5. Áiñåêòðèñà êóòà ïðè îñíîâi ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíà¹ ái÷íó ñòîðî-íó ïiä êóòîì, ùî äîðiâíþ¹ êóòó ïðè îñíîâi. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà.�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ∠A ïðè îñíîâi ðiâíîáå-äðåíîãî òðèêóòíèêà ABC (AB = BC) äîðiâ-íþ¹ 2α, à AL � áiñåêòðèñà öüîãî êóòà. Òîäi

∠CAL = α, ∠ACB = 2α i çà óìîâîþ çàäà÷i
∠ALC = 2α. Îá÷èñëþþ÷è ñóìó êóòiâ △ALC,çíàõîäèìî, ùî 5α = 180◦ i α = 36◦.

A

B

C

L

α
2α

2ααÂiäïîâiäü: 72◦, 72◦, 36◦.
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6 Âiäïîâiäi äî òðåíóâàëüíèõ âàðiàíòiâ1981. 1. 726 öè�ð. 2.Ïðè äîâiëüíèõ x, y, ùî ìàþòü ðiçíi çíàêè. 3. (−1
2
, 7

2

), (−1
2
,−3

2

).4. 120◦. 5. 10 : 3.1984. 1. √
a√

b−√
a
. 2. 180◦. 3. 1

9
. 4. Pèñ. 1984.1985. 1. x2

1−x
ïðè x 6= ±1. 2. Pèñ. 1985. 3. −5 < b < 4. 4. √3 : 1. 5. Òóïîêóòíèé.1986. 1. �îìá. 2. 20

√
3. 3. 22, 5◦, 67, 5◦. 4. Pèñ. 1986. 5. b1 = 2, b2 = 57

4
.

y

–1–2

–2

–1

3

3

2

21

1

y= x2
y= – x/2 3

x

Рис. 1984

y

–1

–2

–3

–1–2 32

2

1

1

3

y=x

y=3

Рис. 1985

y= –x

y= –3

x

Рис. 1986

1 32 4

x

y

–1

–1

–2

–3

–4

–5

1

y= x–( –2)2

1

16
–

1987. 1. �àöiîíàëüíå ÷èñëî äîðiâíþ¹ −4. 2. a = 1. 3. 18◦, 72◦. 4. 2 : 1.1988. 2. �èñ. 1988. x > 1. 4. 15◦. 5. a ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).1989. 1. ßêùî ïðîòè òðåòüî¨ ñòîðîíè ëåæèòü êóò 90◦. 2. 6 ñì. 3. �èñ. 1989à òà �èñ.1989á. 4. íå iñíó¹. 5. a � äîâiëüíå ÷èñëî.
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